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अपनी बातत 


विक्ञान की शिक्षा में ज्यामिति या रेखागणित के अध्ययन 
का कथा महत्त्व है, इसे सभी जानते हैँ । महान्‌ 
आरंस्टाइन ने तो यहाँ तक कहा है कि इस विश्व के 
भौतिक गुणधर्मो को ज्यामिति के नियमों से ही भलीरभोति 
समदा ज सकता है । 
स्कूल मे जयामिति पद्ाई जाती है । पर यह नहीं 
बताया जाता कि ज्याभिति कौ शुरुआत कैसे हुई, किन 
देशों में हुई ओर किन विदानो नै इसके विकास मँ योग 
दिया । स्कूलों मे पढाई जानेवाली ज्यामिति मूलतः 
\सूकिलिंड की ज्यामिति है } अतः चिद्ार्थियो को जानना 
चाहिए कि यूकिलिंड कौन थे ओर उन्ठीने ज्यामिति की 
रचना कैसै की । इससे ज्यामिति को समक्षने मे आसानी 
होगी । 
~ जयामिति के बहुत-से नियम यूकिलिंड के पहले खोजे 
गण् थे । युक्लिंड के पहले हमारे देशा मेँ भी ज्याभिति के 
अनैक नियम खोजै गए थे । 'पाइथेगोर का प्रमेय", न 
फेवल भारत में, बल्कि चीन च बेनीलोन में भी खोजा 


गया था । इस -मुस्तक मे इन सव वार्त की रोचक 
जानकारी दी गर्ईहै ; साथ ही, पिष्ठले करीव दो सौ सान 
मे जो नर्द-नई ज्यामितिर्यां खोजी गई है, उनका भी 
संक्षिप्त परिचय दिया गया है ! 

किसी भी विषय का इत्तिहास जानने से उस विषय को 
समञ्ञने मे आसानी होती है । मुञ्चे विश्वास है कि स्कूलों 
में ज्यामिति पढ़नेवाले विद्यार्थी इस पुस्तक कौ उपयोगी 
पारगे । यह पुस्तक अध्यापको.के लिए भी उपयोगी है । 


"अमरावती" गुणाकर मुले 
सी-210, पाडव नगर ॥ 
दिल्ली-110 092 
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जयामिति पटने से क्या लाभ? 


एक पुराना किस्सा है लगभग तेस सौ साल पुराना 
किस्सा \ एक थे अध्यापक ।'वह एक प्रसिद्ध विद्यालयमे 
जयामिति पढ़ते थे ) एक दिन एक विद्यार्थी नि उनसे पूछा 
--गुरु जी, ज्यामिति पढ़ने से क्या लाभ ? 

बडा विचित्र सवाल था । आजकल कोद भी विद्यार्थी 
अपने अध्यापक से इस प्रकार का सवाल करने के 
हिम्मत नही कूर सकत्ता \ सभी जानते है कि ज्यासित्तिया 
रेखागणित विज्ञान का एक महत्वपूर्ण विषय है । सभी 
जानते है कि हमारे आसपास की बहुत-सी वस्तुर्पँ 
उयामितीय आकार कीरै! अकश के ग्रह-नक्ष्र भीः 
अपनी गतिविधियों मे ज्यामितति के नियमों का पालन 
करते है \ इस सदी के महाय वैज्ञानिक अत्वं आद्रस्टाइन 
नेतो य्ह तक कहा है कि, उस विश्व की रचना ज्यामित्ति 
केनियमो के आधार पर्‌ दुई है ओर केवल ज्याभिति के 
५ सेद दस विश्व के गुणधम को समदा जा सकता 

॥ 


लेकिन आज से लगभग ठार हजार साल पटले 


ज्याभिक्ि की कानी 9 


अभी-अभी ज्ञान-विज्ञान की शुरुआत हर्द थी । इसीलिए 
उस विद्यार्थी ने सवाल पृछा था : गुरु जी ज्यासिति पढ़ने 
सेक्यालाभ? 

वह अध्यापक कोई मामूली व्यक्ति नहीं थे । उन्होने 
ज्यामिति के वारे में एक ग्रंथ लिखा था। इस ग्र॑ंयको 
उन्होने एक खास दंग से लिखा था । आगे के तेस सौ 
साल तक इसी ग्रंथ से ज्यामित्ति की पढ़ाई हुई । आज भी 
इसी ग्रंथ की ज्यामिति संसार के सारे स्क्ल-कालेजों मेँ 
पढाई जाती है। रसे ग्रंथ के लेखक से यह पूना कि 
ज्याभिति पढ़ने से क्या लाभ, सचमुच ही एक अचरज की 
चात थी। 
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यह सवाल यूनान के महान गणितज्ञ यूषिलड से पृछा 
गया था । 

इस पुस्तक में हमें द्रसी महान गणितज्ञ का परिचय 
प्राप्त करना है हमे यदह भी जानना है कि पिले लगभग 
दर्द हजार सालो मे ज्याभितति का विकास कैसे हुजा ! हम 
यह भी जानेगे कि हमारे देश मे ज्याभिति के जारे मेँ क्या 
कुछ खोजा सया या । ओर, हम यह भी जानेगे कि उस 
चिच्यार्थी को युकिलिंड ने क्या जवान दिया 1 
. पहले हम उस विद्यालय के वारे मेँ जानें जहाँ 
यूक्लिड ज्यामित्ति पटढाते ये} 


ज्यामिति की कानी ८44 


सिकदरिया का संग्रहालय 


जादशाह सिकंदर (अलेक्जेंडर) का नाम सभी ने सुना 
होगा । वही सिकंदर जो मकटूनिया (यूनोन) के राजा 
फिलिप का बेटा था ओर जिसका भारत की भूमि पर 
राजा पुरु (पोरस) से कड़ा मुकाबला हुआ था । पुरुसे 
युद्ध करने के वाद सिकंदर को साम्राज्य -विस्तार के अपने 
सपने त्याग देने पड़े थे 1 भारत आने के पहले सिकदरने 
मिस्र, बेवीलोन, ईरान आदि देशों पर अधिकार प्राप्त 
कर लिया था। 

सिकंदर केवल विजय से ही संतुष्ट नहीं था । उसकी 
महत््वाकोक्नापँ बडी ऊँची थीं । वह जानता था कि 
साम्राज्य मिट जाते, सम्राट बदलते रहते हैँ । परंतु कुछ 
चीजे एेसी होती है जो सदियों तक कायम रहती है । 

उदाहरण के लिए, किसी .शहरके नाम कोहीले 
लौ । शहर का नाम सदियों तक कायम रह सकता है । 
सिकंदर इस बात को अच्छी तरद जानता था । इसीलिए 
उसने जिस देश में भी विजव हासिल की, वहाँ अपने नाम 
पर नगरे बसाएु। उसने बेनीलोन में सिकंदरिया 
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(असैक्नेड्िय) नाम से कड नगर बसाए । ईरान मै भी 
इधी नाम से कर्‌ नगर बसाए । उसने भारतमें भी 
प्राचीन तक्षशिला नगरी के नजदीक, अलेक्जेद्धिया नामं 
का एक नगर वसाया था । 

लेकिन सिकंदर का सपना अधूरा ही रह गया । वह 
भारत से मकटूनिया लौट रहा था । रास्ते में ही ईसा पूर्वं 
323 मे उसकी मृत्यु हो गई । उस समयसिकंदर की आयु 
केवल 33 वर्प की थी। 

उसने एक दर्जन से भी अधिक अलेक्जेड्िया नगरों 
की नींव डाली थी ) उनमें से अधिकांश सिकंदर की मृत्यु 
केबाददहीमिट गए! लेकिन एक नगरे की शान सदियों 
तक बनी रही । सिकंदर ने मिञ पर विजय प्राप्त करके 
नील नदी के महाने पर 332 ई. पू. में अलेक्जेह्धिया 
(सिकंदरिया) नगरी की स्थापना की धी । 

सिकंदर की मृत्यु के बाद उसका मित्र 
तोलेमाइओस्‌-सोतेर मिख का शासक बना। उसे 
तौलेमी प्रथम कहा जाता है 1 सिकंदर की मृत्यु के कुष्ठ 
दिनों नाद ही तोलेमी ने अपने को मिद का राजा घोषित 
किया । उसके बाद उसका पुत्र तोलेमी द्वितीय 
(फिलाडेल्फस्‌) राजा वना । 

प्रथम तोलेमी नै अलेक्जेड्िया से एक "म्यूजियम 
(संग्रहालय) की स्थापना की 1 परंतु अलेक्जेड्िया का यह 
` संग्रहालय आज के संग्रहालयों जैसा नहीं था । वहे एक 
जीवित संरह्मलय था ! वह एक 'विश्वविखालय' था 1 


जयामिति वी कटाती.“ 


तोलेमी ने यूनान के प्रसिद्ध कवियों, कलाकारो,- 
ज्योतिपियों ओर गणितं को अलेक्जेद्धिया के इस 
"संग्रहालय" मे आमंत्रित किया । राज्य की ओर से इनको 
वेतन मिलता था। ओर इनका कामक्याथा? 
इनका काम था स्वतंत्र रूप से अध्ययन ओर 
अध्यापन करना । राजा की ओर से इन्हें किसी प्रकारकी 
कोई पावंदी नहीं थी । इन्टे स्वतंत्र चितन की टूट थी । 
राजा की केवल यही मनोकामना थी कि उसकी राजधानी 
मेँ महापुरु्योँ का निवास रहे ओर जान-विज्ञान की 
उन्नति हो । 
जव बहुत-से विद्वान एक स्थान पर जमाहोतेर्हैतो 
उनके लिए पुस्तके भी चाहिए । कवि लोग अपने पहले 
*के कवियों की रचनाएँ पट़ना चार्हेगे । ज्योतिषी जानना 
चाहेगे कि पहले के ज्योततिषियों ने ग्रह-नक्षत्रों के बारेमे 
क्यालिखा है । गणितज्ञ जानना चाहेगे कि उनके पहले 
के दूसरे गणितननों ने गणितशास्त्र में क्या कुछ खोजा है । 
यह सवब-जानने के लिए पुस्तके चाहिए । बहुत -सी 
पुस्तके । ओर जब बहत-सी पुस्तके जमा हो जाप तो 
उन्हें ठीक से रखने के लिए एक बहत बड़ी इमारत 
चाहिए । तब जाकर “ग्रंथालय” तैयार होता है । 
अलेक्जेड्िया के संग्रहालय (म्यूजियम) में भी 
धीरे-धीरे इस तरह का एक विशाल ग्रंथालय बन राया 1 
इस ग्रंथालय मेँ 20,00,00 से भी अधिक पुस्तके थीं 1 
क विद्धानों का अनुमान है कि बाद मेँ जाकर यह संख्या 
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20,00,00 तक पर्ची थी । अलेक्जेड्िया के पम्यूलियुमः 
के नजदीक ही इस ग्रंथालय कं लिए एक विशाल भवन 
का निर्माण हुआ था। इस भवन के 10 बड़े को मेये 
सारे ग्रंथ रखे हुए थे । उस समय दुनिया मेँ इतना बड़ा 
पुस्तकालय ओर कहीं नही था ! यूनान की सांस्कृतिक 
नगरी अथेन्स तथा एशिया माइनर के पेरगामम नगर के 
पुस्तकालय प्रसिद्ध थे। परंतु अलेकर्जेडिया के इस 
पुस्तकालय ने उन सबको पीछे डाल दिया था । 


ज्यानितिं की कहानी 1 


यूक्लिड = ज्यामिति 


हा, तो उस विद्यार्थी नि उस अध्यापक से सवाल पृछा थाः 
"गुरु जी, ज्यामिति पढ़ने से क्या फायदा ?'" 
हमें जानना है कि गुरु ने शिष्य को क्या उत्तर दिया । 
अध्यापकने उस विद्यार्थी को कछ भी जवाब नहीं दिया । 
उन्ठोने एक नौकर को बुलाया, ओर उससे कहा : 
“इस विद्यार्थी को एक ओबनोल+ दे दो, क्योकि यह 
ज्ञान से केवल धन कमाने की आशा रखता है 1" 
आज भी हमारे देश में बहुत -से एेसे विद्यार्थी देखने 
कोभिलेंगे जो धन कमाने के लिए ही जैसे-तैसे पदराई पूरी 
करना चाहते हैँ । बहुत -से एेसे माता-पिता मिलेंगे जो 
अपने बच्चे को एेसे ही विषय षढ़ृने-पट़ाने पर जोर देते है 
जिससे बाद मेँ जाकर वह बहुत-सा धन कमा सके । 
फिर, वे अध्यापक भी कोड मामूली अध्यापक नहीं 
थे। वे बहुत बड़े अध्यापकं थे। वह हम सव के 
अध्यापक रहै। 
उनका नाम था युकिलिंड ! 
९ पोल एक मू मिरके कवानामया। " 
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` यह-नाम सब का सुना हुञा है! स्क्लोँमेजो 

'ज्यामिति' पढाई जाती है, उसकी रचना आज से लगभग 
2250 वर्ष पहले यूक्लिडने ही की थी । लेकिन हम देखेगे 
कि ज्याभिति की पुस्तक में "लेखकः की जगह पर यूक्लिड 
कानाम नहीं छपा है । वहाँ किसी दूसरे का नाम लिखा 
हुजा दिखेमा । ज्यामिति की पुस्तकों पर आज हमें 
लेखकों के स्यान पर दूसरे नामं दिखाई दैगे । दरअसल, 
ज्यामिति की सभी पुस्तकों के जसली लेखक ई युकििलिड } 

आजकल ज्यामिति की हमारी पुस्तकों मेँ लेखक" के 
स्थान पर युक्लिड का नाम क्यो नरी छपता ? 

कारण यह है कि यूक्लिंड ने अपनी ज्यामिति की 
पुस्तक यूनानी (ग्रीक) भाषा मै लिखी थी ! वाद मेँ इस 
पुस्तक का अरबी भाषा में अनुवाद हुआ । लैटिन भाषामें 
अनुवाद हुआ । 15ची 'शाताब्दी से इस पुस्तक के यूरोप 
की अनेक भाषाओं में अनुवाद होने लगे । भाज तो संसार 
मे जहाँ कहीं भी ज्यामिति पद्ाई जाती है, वह सब 
यूर्विलड की ही ज्यामिति है 1 ज्यामिति की पुस्तक की 
विधि (यचा) इसी यूव्व्लिड क खोज रै \ वास्तव में 
ज्यामिति की ओर यूक्लिड की पुस्तक की एक लवी 
कहानी है ! बड़ी ही रोचक कहानी । 

हम यह जान चुके है करि ज्यामित्ति का यह लेखक 
कितना स्पव्टवादी था । हम यह भी जान चुकेहकि 
ज्ञान-विज्ञान के अध्ययन ये लाभ स्ोजनेवाले विद्यार्थी 
को यूक्लिड ने क्या जवाव दिया था! 
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यूक्लिड थे ही एसे । यह वात नहीं कि वह एक 
विद्यार्थी को ही एेसा जवाब दे सकते थे । न्दी, वह एक 
राजा को भी कड़ा जवाव देने की हिम्मतरते थे । राजा 
भी कोई मामूली नीं । वही तोलेमी' राजा जिसके 
विश्वविद्यालय में यूक्लिड प्राध्यापक थे; जिससे उन्हें 
वेतन मिलता था । ४ 

तोलेमी राजा विद्याप्रेमी तो था ही । वह भी यूकिलिड 
की ज्यामिति की पुस्तक पटृने लगा । लेकिन शीघ्र ही 
उसे पता लगा कि यह करिन है ओर इसे पढ़ने के लिए 
उसे बहुत समय लगेगा । नौकर-चाकयों से धिरे ` 
-रहनेवाले बड़े आदमियों की आदतें होती है कि हर काम 
फौरन हो जाए। इसलिए, राजा तोलेमी ने एक दिन 
यूक्लिड से पृछा : 

"क्या ज्यामिति को जल्दी सीखने का कोड आसान 
तरीका नहीं है? है तो कृपा करके बताइए 1 '” 

इस सवाल का यूकिलिड ने क्या जवान दिया, यहम 
आगे जानेगे । पहले हमें यूक्लिड के नारे मेँ जानना है । 

सच बात यह है कि यूकिलिड की जीवनी के बारे में 
हमें कीर ठोस जानकारी नहीं मिलती ! आजस्तसारका 
कोई भी व्यित नहीं बता सकता कि यूकिलिड का जन्म 
कहाँ, किस नगर में हुआ था; उनके माता-पिता का नाम 
क्या था, उनका जन्म किस साल हआ था ओर मृत्यु ठीक 
किंस साल हई । इन बातों का किसी के पास लेखा-जोखा 
नहीं है) 
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किसी समय अलेक्जैद्धिया के विश्वविद्यालय में 
यूकलिड की जीवनी पर कोई पुस्तकरही भी हो, तो बह 
नेष्ट हो गई है । सच तो यह है कि अलेक्जेड्िया का बह 
लाखों ग्रथ का संग्रहालय ही नष्ट हो गया है ! इस दुखद 
कहानी को हम आगे जागे 1 
हा, एक यस्ता है 1 यदि यृक्लिड को ज्याभिति क 
प्रतिनिधि मान लिया जाएं तो बहुत ~क चतताया जा 
सकता है ओर यही तरीका बेहतर होगा } क्योकि, अंतमे 
व्यनित नही, व्यकिति का लान ही महत्त्व का हीता-है1 
क्योकि, असल चीज है वह ज्यामिति जिसकी युक्तिडने 
रचना की । ज्यामिति ही यूक्लिड है भौर युक्निडदहीः 
ज्यामिति ! 
इसके माने यह नहीं है कि युक्लिडकेवरैमंष्टमी 
नही जाना ना सकता । अशी यूकिलिड के ब मेहसी 
रोचक बातें जाननी हैँ! 
लेकिन पहले हम ज्यामिति वी कटाक जननेन । दसी 
ज्याभिति की.कटानी के साय-ऊय यकि कर कहानी 
श्री मालूम होती जाएगी । 


ज्यामितिमय विश्व 


ज्यामिति की कहानी ! 

ज्यामित्ति की कहानी उतनी ही प्राचीन है, जितना कि 
हमारा यह विश्व ! 

चहुतों को इस कथन पर एकाएक विश्वास नहीं 
होगा । लेकिन यदि हम अपने आसपास के संसार पर 
नजर डाले, तो यह चात स्पष्ट हो जाएगी । चर्हंओर की 
वस्तुओं की ज्याभितीय आकृतियों पर विचार करो । देखो 
कि कितनी वस्तुं वृत्ताकार है, कितनी वस्तु पुष्ठकार 
है, कितनी वस्तुर्ण गोलाकार हैँ । दीर्घवृत्ताकार हैँ । 
परवलय-परवलयज के आकार की है। 

यदि इन वस्तुओं को गहराई से देखे तो ये सभी 
चस्तु्ँ किसी-न-किसी एेसी आकृति की दिखाई देगी, 
जिसका ज्याभिति में अध्ययन होता है । हमारी यह पृथ्वी 
गोलाकार है। सौर-मंडल के सभी ग्रह-उपग्रह 
गोलाकार है । ये सारे ग्रह गोलाकार सूर्यं की एक खास 
कक्षा (दीर्घवृत्त) में परिक्रमा करते है। इस विश्वमे 
हमारे सूर्यं की तरह करोड -अरबों सूर्य हैँ ! हमारी अपनी 
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आकाशरंगा-संदाकिनी की तरह करोड मंदाकिनिरयाँ 
है। आकाश के ये सभी पिड एक खास ज्यामितीय 
आकृति के हैँ ओर विशेष ज्यामितीय वक्रोंमेँहीये 
एक-दसरे की परिक्रमा करते रहते है । 
संक्षेप मे, यह संपूर्णं विश्व ज्यामितिमय है ! इस 
विश्व की रचना तथा गति-स्थिति का अध्ययन केवल 
ज्यामितीय गणित से ही संभव दै। इस सदी के महान 
वैज्ञानिक अत्वर्द आडस्टाइन ने तो स्पष्ट शब्दों मेँ कहा 
डैकि इस विश्वके गुण्धर्मो को केवल ज्यासितिमेही 
जाना जा सकता । 
अय एक दिलचस्प सवाल : क्या इस विश्व कि 
रचना किसी ष्टश्वर'नेकीहै? यदि इस विश्व का 
रेयिता कोड स्वं शक्तिमान ` ईंश्वर” रहा टै, तो बह 
कैसा था? हम यह नहीं जानना चाहते कि उसका शरीर 
कैसलाथा 1 वहओआदमीथायावंदरथायामगरमच्छथा। 
हम तो सिर्फ यह जानना चाहते हैँ कि उसकी 'दिमाग” 
कितना बड़ा था? एक ज्यामितिमय विश्व की रचना 
करने के लिए तो उसके दिमाग मे सारी ज्यामिति भरी 
ष्ठोनी चाहिए । वह एक बहुत बड़ा ज्यामितिकार होना 
च्चाहिए! 
दरअसल, हम यह भी नहीं जानते कि इस विश्व का 
कोई "कर्ताः भी है । लेकिन यदि कोर "कर्ता है, तो 
उसकी. "बुद्धि" के बारे मे हमे फिर से विचार करना 
होया । हमारे सारे धर्मो के सारे देवी -देवता ओं के दिमागों 
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को मिलाकर भी देखा जाएतोवे सारे दिमाग विश्वके 
निमणि के लिए अयोग्य सायित होते है । इसलिए हमारे 
सारे देवी-देवता मिलकर भी विश्व के "कर्ता" नहीं हो 
सकते । 
फिर भी, इस विश्व की योजनाबद्ध रचना को देखने से 
हमारे मन मेँ कभी-कभी यह खयाल आता है : कीं इस 
विश्व की रचना गणित के आधार पर तो नदीं हर्द है? 
की इस विश्व का "कर्ता" एक "महान ज्यामितिकार"या 
एक "महान गणितज्ञ' तो नहीं रहा रै ? 
आज से लगभग 2400 वर्षं पहले, यूनान के महान 
दार्शनिक प्लेटो (अफलांतून) ने तो स्पष्ट शब्दों मेँ कहा 
था कि, ''इस विश्व का निमतिा एक महान ज्यामितिकार 
है।* 
प्लेटो एक प्रसिद्ध विद्यालय के संस्थापक तथा 
संचालक थे ओौर उन्होने इस विद्यालय के बाहरी दरवाजे 
के कपर लिख रखा धाः । 
ज्याभिति न जाननेवाले के लिट्‌ इस विद्छलय मे 
प्रवेश मना दै। त ` 
सबसे मजेदार बात तो यह ह कि यूकिलिड की पढ़ाई 
इसी विद्यालय में हुई थी । वह अपने विद्यार्थी जीवन में 
इस विद्यालय के विद्यार्थी थे! रोज विद्यालयमे प्रवेश 
करते सम्य दरवाजे के ऊपर लिखे हुए इस वाक्यक्तीवे 
पद़लेते थे! 


#, 


22८/ज्याभिति कीकटानी 


युक्लिंड कोई साधारण वियार्थी नहीं थे । उन्होने 
उस समय तक शात सारी ज्यामित्ति का अध्ययने किया । 
अव हम देखेगे कि युक््लिड के समय तक आदमीने 
ज्यामित्ति का कितना जान जेमा कर लिया था। 


ज्याभितिणी- 


शुल्व -विज्ञान 


७ * 
1 


हम अपने देश की प्राचीन ज्यामिति से ही शुरू करेगे 7 

वैदिक लोग यज्ञो के लिए विशेष प्रकार की वेदियाँ 
बनाते थे । प्रत्येक यज्ञ के लिए विशेष आकार-प्रकारकी 
वेदी होती थी । वेदी के लिए स्थान, आकृति, लंबाई, 
चौड़ाई तथा ऊँचाई का विशेष ध्यान रखा जाता था । 
वेद्यां जिन ईंटों से बनती थीं वे प्रायः वर्ग, समकोण-, 
त्रिभुज, समचतुर्भुज, समवाहू-समलंन, आयत, इत्यादि 
आकारो की होती थीं । कभी-कभी किसी वेदी को उतने 
ही क्षेत्रफल की किसी दूसरी वेदी मेँ बदलना पड़ता था । 
इन वेदियों के निर्माण मे सूक्ष्मता का बहुत ध्मान रखा. 
जाता था। † 

यजो के लिए वेदियों के निर्माण के साथ-साथ भारत 
मेँ ज्यामिति का अध्ययन शुरू हुआ । | 

द्वस विपय की जानकारी के लिए कर्द पुस्तके लिखी 
राड । उन सच पुस्तकों को शल्वसूत्नों का नाम दिया गया ˆ 
है। शुल्व का अर्थं होता है रस्सी । रस्सी से मापकर 
ज्याभितीय आकृतिर्याँ ननाई जाती थीं, इसलिए जिन 
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भः 
महविवी 

वेदि मे महापेदी को विशेष महत्व प्राप्त धा। यह समद्िबाहु-समलम 
(चतुभूजि) के आक्मर की होती थी (अवकढ चतुर्भुज) । इसकी आधार-रेवा 20 
प्रक्रम (पद या कदम) होती थी; सामने की लाई 24 प्रक्रम ओर ऊँचा 36 
प्रक्रम । अक भुजा सदैव पृक की ओर रहती धी । 

शृल्वसूत्रकार भापत्तंव मे महविकी के निमणिके चारत्रीकेदिएहः जे 
शुल्व-परमय'(भाहयेगोर का प्रमेय) प्र आधारित! भगस्कूलकाकोभी 
विदार्थीहित बेदी को आसानी से बना सकता है । इस महावेदी की रचना तैर्फ्द 


, श्रक्रकेवर्गभूत भी प्राप्त किए जा सकते ह, जिन्हे ऊपर को आकृति"मेदिया 
ग्या) 


-ज्याभि्ियी 


सूत्रों मेँ वेदियों के निमणि केलिए नियमदिए गणएर्हैउन्दें 
-शल्वसूत्र कहते हैँ । इसलिए हमारे देश की प्राचीनं 
ज्यामिति को -शुल्व-विजान कहना उचित होगा । 

किसी समय तो बहुत -से शृल्वसूत्रों का अस्तित्व 
रहा है । परंतु आज संस्कृत भाषा मे जो 'शुल्वसूत्र मिलते 
है, उनके नाम हैँ: बौधायन-शुल्वसूत्र, आपस्तंव- 
शुल्वसूत्र, कात्यायन-शुल्वसूत्र, मैत्रायण-शुल्वसूत्र, 
मानन-शल्वसूत्र, वाराह-श्वुल्वसूत्रे ओर वाधुल- 
शुल्वसूत्र । 

"इन सूत्रों के कर्ताओं के नाम पर इन ग्रंथो केये नाम 

पड़है। ॥ 

यह बताना तो संभव नहीं है किये ग्रंथ किस सार्लया 
किस सदी मे रचे गए थे ! परंतु विद्वानों का विश्वास है कि 
नकी रचना ईसा पूर्व 500 के आसपास हो चुकी थी 1 
अथि, यूकिलिड के भी लगभग 200 साल पहले । सच 
तो यह है कि जव हमारे देश में शुल्व-विज्ञान का 
अध्ययन हो रदा था, तच यूनान में ज्ञान-विज्ञान का 
आरंभ भी नहीं हुआ या! 

यहाँ हम नमूने के लिए इन शुल्वसूत्रो मेँ सै एक सूत्र 
पर विचार करेगे । यह सूत्र है- 

दीर्घचतुरश्रस्याक्षणयारज्जुः पाश््वभानी तिर्य्यङ्मानी 

च यतूपुथरभूते कूरुतस्तदुभयं करोति । 

इस सूत्र का भावार्थ है-किसी आयते के विकर्ण पर 
खींचा गया वर्ग क्षेत्रफल मेँ उन दोनों वर्गो के समान होता 
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हैजो दोनों भूजाओं पर खीचे जार्पँ । 

किसी ने यदि हाईस्कूल तक भी ज्यामित्ति पठीहौ तो 
उसे प्रन यद आएगा कि उसने ददी तरह का एक प्रमेय 
अपनी ज्याभिति की पुस्तक में पदा है । यदि संदेहहो तो 
ज्यामिति की पुस्तक को खोलकर देख लिया जा सकता 
है। 

साथद्टी, यह भी याद आएगा कि यष प्रमेय एक 
विशेष नाम सेजानाजाताहै ) इसे पाडयेमोर का प्रमेय 
कहते हैँ 1 ज्यामिति की पुस्तकों मे भी इसका यही नाम 
है } चकि ज्यामिति का मूल रचयिता युकरिलिड है, इसलिए 
यूकिलिड की ज्यामिति की पुस्तक में भी यह प्रमेय मिलता 
है (पुस्तक 1, प्रमेय 47) । 

एक ओर यूक्लिड का कहना है कि इस प्रमेय की 
खोज पद्रेगोर ने की ) ज्यामिति वि पुस्तकं मे भी इसे 

पाष्ठथेगोरे का प्रभेय' कदा जाता है । दूसरी ओर हम 

देखते है कि हमरे देश के प्राचीन शल्वसू्ों मेँ भी यह 
प्रमेय है । अजीब उलन है! 

यह उलज्षन तभी सुलक्ष सकती है जब हम जाने कि 


यूनान में ज्यामिति के अध्ययन का सिलसिला कल ओर 
कैसे शुरू हुआ \ 
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उसने जब पहले से ही घोषणा की, कि 585 (द.प्‌.) मे 
सूर्यग्रहण होगा, ओर सचमुच हुआ, तो उसकी ख्याति 
चर्हुंओर फैल गर्द । कहा जाता है कि यूविलडः की 
ज्यामिति के कुछ प्रमेय थेल ने खोजे थे; जैसेः 

1. वृत्त का व्यास वृत्त को दो समान भागो में टता 
है। 5 
2. समद्धिवाहु त्रिभुज के आधार-कोण समान होते 
है। 

3. जब दो रेखाएं एक-दूसरे को छेदती है, तो 
ऊर्ध्वाधिर कोण समान होते हैँ 

ये सभी प्रमेय यूक्लिंड की "ज्यामित्ति' मे दिए हुएर्है, 
इसलिए आज"की ज्यामिति की पुस्तकों में भी मिलेंगे । 
वास्तव में, आज से ढाई हजार साल पहले थेल को 
ज्यामिति की इन बातों का ज्ञान था । 

थेल अपने समय मेँ युनान के सन सै बड़ विद्वान ये । 
हम जानते हैँ कि बड़े विदधान, विशेषतः गणित का 
अध्ययन करनेवाले विदधान, बडे भुलक्कड स्वभाव के . 
हुआ करते हैँ । वैजानिकों के भुलक्कड स्वभाव के नारे मेँ 
बदूत-से किस्से प्रसिद्ध है ।येल के वारेमें भीरेसाही 
एक किस्सा हैः 

रातकासमय था । येल आकाश के तायो को देखते 
हुए चल रदे थे । जब आकाश की ओरदेखरहेथेतो 
धरत्ती पर क्या है यह कैसे दिखाई देता । गिर पड़े एक 
गहरे खष् में । एक लड़की पास ही खडी थी । उसेर्हसी 
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ञं गर्द । थेल को जब खड से बाहर निकाला सर्य, तो 
उन्होने उस लडकी सै पषा, '^तूम हसी क्यो थी ?" 

लड़की ने भी साफ उत्तर दिया, *"मूञ्ने यही देखकर 
हसी आई कि आपको पैरों के नीचे की जमीन नो दिखाई 
नहीं देती, दवतन दूर के आकाश में क्या दिखार्द देता 
दोगा!" 

फेसे थे थेलं । ओर, उनके शिष्य के कामात कौ 
सुनकर तो हम दंग ही रहं जाते हैँ } शिष्य अपने गुरुसे 
क्किसी भी मनि कमनरहींथे) ठ 

भेल के दिष्य का नाम था पाडइथेगोरः। वही 


पाद्थेग्तेर जिसके नाम से यूविलिड की ज्यामिति का एकं ` 
प्रमेय प्रसिद्ध॒ है। 


ज्याभिति की कहानी ३१ श 





पाइथेगोर 


पादथेगोर का जन्म एशिया माइनर के सामोस दीपमें 
हुआ थासा पूर्वं छठी शताब्दी मँ । यह सामोस टीम 
थेल के जन्म-नगर मिलेटस सै काफी नजदीक था। 
पाइथेगोर की आरंभिक शिक्षा थेलं की देखरेख मेँ हद 
थी। देश-विदेश मै धूमकर थेल ने जितना भी ज्ञान 
अर्जित किया था, वह सव उन्ठोने पाइथेगोर की बता 
दिया। थेल के पास जब कोई नई बात बताने केलिए 
नही रही तो उन्होने पाइथेगोर सै कहा, "तुमने वह 
सबकुछ सीख लिया दै जो मुञ्चे जात है । यदि तुम अधिक 
ज्ञान अर्जित करना चाहते हो तो तुम्टेँ अन मेरी तरह 
मिख, वेवीलोने आदि देशों की यात्रा करनी होगी 1” 

गुरुके अदेश से पाइथेगोर विदेश यात्रा परमिकल 
पड़ा । 
पहले वह मिख देश गया । वाँ वह 22 साल तक 
रहा । 22 साल का समय तो बहुत लंबा होता है । लेकिन 
पादथेगोर वह निकम्मा नहीं वैखा । उसने मिमे 
रहकर ज्ञान-विज्ञान की बहुत-सी बातों का अध्ययन 
किया! 
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भिस केबाद पादयेगोर बैवीलोन गया 1 बेनीलोनमें 
चद {2 साल तक रहा । वहाँ उसने वैबीलोन के 
पृरोहित-पडितीं से ज्योत्तिप ओर गणित्त की बाते सीखीं 1 
प्राचीन भारत, मिख तथा चीन की तरह, बेवीलोनवाले ` 
भी विज्ञान में बहुत उन्नति कर चुके थे। उन्हे 
पादथेगोर के भी चैकडों साल पहले, उस प्रमेय का जान 
थाजो मजं 'पाइयेगोर का प्रमेय' नाम से प्रसिद्ध दै । ठम 
जान चुके है कि भारतीय विदानो को भी इस प्रेमय का 
ज्ञान था । ओर, पादथेगोर से भी बहुत पहले, चीनवालों 
चो भरी इस प्रमेय का ज्ञान था। 





परायेगोर से कम-से-कम पन सौ सान पहले लिखी गृ चीनी एस्तक 
"चाऊपेईसृजात्‌-किड्‌" मे ठप से छपा हज यह 'पादयेगोर का प्रमेय यह ˆ 
एरमेय मोहकर वर खीका गया है । 

कुछ विद्वानों का तो यह भी कहना है कि पादयेभोरने 
भारते की यात्र की थी । पाइथेगोर के दाशंनिक विचार 
ओर रहस्यमयी वातं को जानकर तो पेखा लगता है कि 
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वह सचमुचहो भारत आयाहोगा। . 

एसी हालत्त मे, किसके मन.में यह वातत नहीं उटेगी 
कि जो प्रमेय आज पाइथेगोर के नाम से प्रसिद्ध है, उसे 
पाइथेगोर ने वेबीलोन या भारतवालौं से सीखारहै। . 

मच वात जौ भी रही हौ, लेकिन यह एक मानी हई 
बात है कि पाइथेगोर के भी सैकड़ों साल पहले यह 
तथाकथित 'पाइथेगोर का प्रमेय" ेबीलोन, चीन तथा 
भारत के पडतो को ज्ञात था। । 

यूक्लिड ने इम प्रमेय की जानकारी पाडइथेगोर के 
शिष्यो मे प्राप्त की थी, इसलिए उसने यदि इसे 
पाइथेगोर का आविष्कार मानाहोंतो कोर्डआश्चर्यकी 
वात नहीं है । लेकिन हम जानते दै कि हमारे शल्वग्र्यो 
के रचयिताओं को पाइथेगोर से भी बहुत पहले इस प्रमेय 
क्राजान था। इर्मलिष््‌ उचित यही होगा कि हम इसे 
शुल्व -प्रमेय 'के नाम से जानें । ` 





खेत फा मैयीचौनी नक्शा 
अतियमित सेत यमे तरिभूजो ओर चनुमजो मे वाटिकरदुरेखेतयम 
सेत्रफल आत क्या जाता था! 
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; 
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दरसल. गणित ओर. ज्योतिष'में शेसी बहुत -सी 
वाते है जिनका हमरि आर्यभट, ब्रहुमगुप्त, भास्कर जैसे 
आचार्यो को.जान था ! हमसे यूरोपवालौं ने णित की 
वहत्त-सी बातें सीखी ह । परंतु आज हमे गणित के किसी 
भी सिद्धांत या विधि के साथ हमरि किसी गणितज-का 
नाम जडा हआ देखने को नहीं मिलता! वर्ना, आज के 
गणित में ठेवी बहूत-सी विध्या है जिन्हे हम आर्यभट 
या भास्कराचायं की विधिर्यौँ कट सकते है ।  - 
पाड्थेगोर लगातार 34 वर्पो तक विदेशो मेँ पर्यटन 
करते हए गणित, "ज्योति त्था धर्णर्मिक विश्वासो फे 
अध्ययनमें जटे रहै 1.अंतमे, छप्पन साल की आयुर्मेवे 
सामोस लौट आए 1 परतर किन्हीं राजनीतिक कारणो से 
सामोस छोडकर उन्हें दक्षिण इटली के क्रोटौना नगरमे 
शरण लेनी पड़ी । एशिया माइनर की तरह दक्षिण इटली 
मँ भी यूनानी उपनिवेश थे ¦ { 
क्रोटोना में पादथेगोर ने एक 'विद्यासय' की स्थापना 
की । यह विद्यालय आज के विद्यालयों जैसा नदीं था । 
यह हमर देशक प्राचीन नालंदा विद्यालय की पद्त्तिका ` 
था । -जाज,से लगभग उद्‌ हजार वर्प-पहले नालंदा.के 
विद्यालय मे चौद्ध पंडित अध्ययन -अध्यान करते ये \ 
पाइथेगोर्‌ की शिलां इतनी आकर्पक शीं वि. जल्दी 
ही उनके चर्हुओर शिष्य मंडली का जमाव हो मयां} 
दमी शिष्य -मंडली ने एक विदयालय का रूप धारण कर ` 
लिया । पाइथेगोर के विदयालय का विदाथ बनने के लिए , 
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विदार्थियौं को कछ विशेष नियमों का कड़ा से पालन 
करना पडता या । सवसे पटले तो उन्दें एक प्रकार की 
साम्यवादी व्यवस्थया को स्वीकार करना पड़ता था! 
साम्यवादी व्यवस्था का अर्थ है-संपत्ति पर.किसी एक 
का अधिकार नहीं, संपत्ति सारे समूह की मिलकियत है ! 
नियमानुसार इस विद्यालय का सदस्य वन जाने पर 
"व्यकितगत" नाम की किसी चीज का कोड अस्तित्व नहीं 
रह जाता था । भौतिक संपत्ति भी विद्यालय की ओरसारी 
बौद्धिक संपत्ति भी विद्यालय की ही! इस विद्यालय का 
कोर््रसदस्य यदि विज्ञान केकिसी सिद्धांत की खीज करता 
तो वह उस व्यक्ति की नहीं, बल्कि पाइथेगोरः के 
विद्यालय की खोज मानी जाती थी । विद्यालयकी सभी 
गतिविधियों को केवल सदस्यों तक सीमित रखा जाता 
था। नए ज्ञान को लिपिबद्ध भी नहीं किया जाता थाः 
ये सभी बातें सचमुच ही बड़ी विचित्र है । पाइथेगोर 
केवारेमेंतो सारी की सारी वातें ही विचित्रै । चकि इस 
विद्यालय के सारे आविष्कार दो~तीन सौ साल तक केवल 
पाष्टथेगोर'के नाम से ही जोड़े गए, इसलिए हमारे लिए 
यह जानना कठिन है कि कौन-सा आविष्कार स्वय 
पाइथेगोर की खोज है, ओर कौन -सा उसके शिष्यो का ! 
अजीव अजीव मान्यतां थीं पाइथेगोर की । जिस 
प्रकार थेल का विश्वास था कि यह विश्व जलमय दहै, 
उसी प्रकार पाइथेगोर की -मान्यता थी कि यह विश्व 
संख्यामय है । पादथेगोर तथा उसके शिष्यो का विश्वास 
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थाकिविश्व की सभी घटन्रांओं को परिमेय (रिशनल) 
संख्याओं मे व्यक्त किया जा सकता है । जो संख्यार्णे अव 
भिन्न के रूपं मे व्यक्त की जा सकतीं है, गणित शास्त्रम 
उन्हे परिमेय संख्यां कहते है । परिमेय का अर्थहै,जिसे 
मापा जां सके) 

पादथेगोर तथा उसके शिष्यो ने संख्याओं के अनेक 
गुणधर्म की खोज की । संल्ेप म कटं तो पाइथेगोरनेी 
संया सिद्धांत की स्थापना की 1 उसका पक्का विश्वास 





मय रेष दौ यारा करता हुमा पा्यैोर 


व्यभि ५ कटानी/ 37. । 


थाकि सख्याही विश्व का मूलतत्त्व दठै/ भौतिक जयत 
की सभी कातोको वव्याओंगेव्यक्तकियाजासकता-दै। 

मजेदार बात तो गह दहै कि स्वयं पाइथेगोरकोषी 
वाद में पता चला कि उसकी यह मान्यता खोखली है । 
लेकिन उसने अपनी इस खोज को छिपाए रखा भौर 
पुरानी मान्यता पर ही.डटा रहा ! 

लेकिन सत्य भला कहीं छिपता है 2 ओर सत्य भी 
कैसा? ४ 
विजान की एक महान खोज ` 
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पाइथेगोर का प्रमेय 


आओ, हम पनः पादयेगोर के प्रमेय -शू्व -प्रमेय--घर 
विचार करे । अगले पृष्ठ की कृत्ति की देखो 

अवक एक ख्मकोण लिभुज है । इख कृति में 
कर्ण अक पर एक वर्ण घीचा गया दहै। उसी प्रकार, 
भूजाणं अन तथाव क परे भी वर्गं लीचे गए रैं! अव 
ज्याभितीय कृत्य से यहसिद्धहोताहैकिवगं अकयरका 
क्षेत्रफल, वर्गं अवतथतथावर्गयकपफःद्रन दोनोंके 
संयुक्त क्षेत्रफलं के बरार है । अन्य शब्दो मे, समकोण 
त्रिभुज के कर्णं पर्‌ खीचा गया वर्ग क्षे्रफल मे उन दोनो 

, नेशो के योग के समान होता है जो शेष दोनों भुजाओं पर 

सखीचे जाप) 

अय, भानल कि त्रिभुज जवं क की तीनों 
भुजार्प-अव,वकओौरअ क-~क्रमशःय,र ओरल 
लंबाई की है; तच उपर्युवतत प्रमेय के अनुसर, इन तीनों 
लंबाइयो में संबंध होया : यः + रः = लः । दस सृप्र गे, 
िन्हीं भी दो चीजों के मान ज्ञात हों तो, हम सीरानि नीम | 


स्यापि ५4५ 


कामान ज्ञात कर सकते) जैसे; मानलो कि, य = ‹ 
ओरर=3,त्वल कामान होगाः 
लः = यः +र, 
लः = 42 + 32, 
ल = 16 +9 = 25, 
अथि, ल =5; 
अर्थात्‌, अ क लंबा 5 है! किसी भी समकौण 
त्रिभुज की दो भूजाओं की लंबाई जात हो तो तीसरी भुजा 


की लेवाई ज्ञातकी जा सकती है)! 
य 
[२ 
^ ५ 
+ ५ 
~ ५ 
॥ ५ 
१.५ € भ ९ 
हः ५4 # 
२९ के ष 
ष्‌ १ ह 
\ 1 
४ ॥ 
8 | 
५ ॥ 
= === क 
॥ क 
। ॥ 5 
1 
¦ ¡ 
। 1 
\ 1 
0 1 
व 
ष त 
र्टानी 
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हमारे देश के शुल्वसूत्रकार इस संवंघधं को बहुत | 
अच्छी तरह जानते थे । शल्वसूत्र ग्रो मे निम्न प्रकारके 
अनेक संव मिलते है 
, 5 + 122 = {3 
7 + 242 = 252 ध 
8 + 152 = 172, इत्यादि "` 
अन हम इसी प्रमेय से. सं्वधित एक विशेष 
उदाहरण पर विचार करेगे: ` । 
नीचे की माकृति मे अ व लंबाई 1 डवै मौर ज क 


लंबाई मी.1 ईच है ! अव सवाल है: ज.क संवाईक्या .. 
होगी? 





पीठे समक्ञाएु गए सूत्र का इस्तेमाल करके हम यहं . 
लंबाई मालूम कर सकते है; जैसे 


... अष अचः वक, 
= {2 {२ 
=+ 

अर्यात्‌, अवर = 2\` “ 


म्याभिति स कटनी. ८५} 


यद्ँ हमें शृल्व-नियम (पादयेगोर के प्रमेय) से कर्णं 
के वर्ग कामानेप्राप्तहुआ। अवसवालहैः कर्ण केवर्ग 
(अकः) का मान यदि 2 है, तौ कर्ण (रेखा अक) का मान 
क्याहोगा? 
उत्तरःरेखा अक की लंबाई होगी, 2 का वर्गमूल । 
लेकिन 2 का वर्गमूल क्या होगा ? 
यदि 9, 25, 169 या अन्य किसी वर्ग संख्या का 
वर्गमूल पृछा जाता तो आसानी से उत्तर दिया जा सकता 
ˆ था; क्योकि इनका वर्गमूल क्रमशः 3, 5 ओर 13 होगा । 
गणित मेँ वर्गमूल के लिए चिहन का प्रयोग होता 
है इसका इस्तेमाल करके हम कह सकते है कि भक 
=72 । 
फिर भी, सवाल हल नहीं होता । सवाल बना ही 
रहता है कि यह ^ 2 क्यो है ? क्या यह एक परिमेय 
संख्या है? परिमेय संख्यापं तो वे होती है जिनकी 
लंबाई-रैखिक लंबार्ई-को मापना संभव हो । तो क्या 
ऊपर की आकृति मेँ अक रेखा को भी मापनी (स्केल) से 
मापना संभव है? 
दरअसल, ^2 एक एेखी लवर है जिसे स्केल से 
ठीक-रीक मापा ही नहीं जा सकता । इस विश्व की सारी 
वस्तुओं को मापने योग्य संख्या ओं मे व्यक्त नहीं किया जा 
सकता है 
पाइथेगोर च्छी मान्यता गलत थी ! पाद्वथेगोर का 
ज्ञान परिमेय संख्याओं-अ/च के रूपमे लिखी जा 


42. ज्यामिति की काकी 


सकमेवाली संख्याओं-नः ॐ भनक । 
लेकिन स्वयं पाइथेगोर या उनके किसी शिव्यकोही 
चादमेंपताचलाकिरेनी भी ख्यां छा अस्तित्वहै 
जो परिमेय नही है, अर्थात्‌, जो अच के रूप मेँ व्यक्त 
नहीं की जा सकतीं । -42, [3, -~7.4/11-13 
इत्यादि इसी प्रकार की संख्यां है । विचित्र बात तौ यह 
है कि जिस प्रकार 1, 2, 3, `" संख्या ओंवाले क्रम का कोद 
अंत नही, यह अनंत है, उसी प्रकार, < 2, "43,4/7, 

जैसी संख्या भी अनंत हैँ । 
हमने कह तो दिया कि (2 को अ/ब (एक परिमेय 
संख्या, जिसमे अ भौर व पूर्णाक हैँ) के रूप मे व्यक्त नहीं 
कियाजासकता। लेकिन गणित में किसी बात को विना 
सिद्ध किए मान लेना ठीक नहीं है । इसलिए आओ, हम्‌ 
देख ही लेते हैँ कि (2 एक परिमेय संख्या है, या नहीं : 
अव एकभिन्न है; एक एेसा भिन्न जिसके अंश तथा 
हर स्थानों की संख्यार्णं पूर्णाक हैँ । हमै यह भी मान लेते 
हैकिञअतथावको 1 के अलावा अन्य किसी संख्यासे 
भाग देना संभव नहीं है (यदि भाग देना संभव हो, तो 
पहले भाग देकर. इस भिन्न को सरल बना लेना 
चाहिए) 
अब, ` अ/न = 2 
अथर्‌, ` अः =2वः 

अव, यदि अ एक चिषम संख्या है (जैसे, 3.9, 13}तौ 
हमे एक परस्पर-विरोधी कथन प्राप्त होता है, क्योकि 
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2वः एक सम संख्या है ! 

ओर यदि अ एक सम संख्या है, मान लो कि वह 2 त 
के बरावर है, तो 4त =2नः, या 2तः = ब, । अतः, ब 
एक सम संख्या है । 

इससे यह सिद्ध होता है कि अ तथा न दोनों को 2 से 
भागदेना संभव है ! यह भी एक परस्पर-विरोधी नात; 
क्योकि, हम पहले ही कह चूके हैँ कि अ तथा ब दोनो एेसी 
संख्या हैँ जिने 1 को छोड़कर अन्य किसी संख्यासे भाग 
देना संभव नहीं है । 

उपर्युक्त तकं से यह सिद्ध होता है कि ^ को अ/ब 
केरूप मे व्यक्त करना संभव नहीं है 1^.^2 एक परिमेय 
संख्या नहीं है । यह एक अपरिमेय संख्या है । ^{2 को 
किसी दशमलव अपूर्णाक में व्यक्त करना संभव ही नहीं 
है । व्यवहार के लिए ~/2 का मान ह्न दे सकते 
न 2 = 1.414213.1 लेकिन यह सन्निकट मान ही 
कहलाएगा । दशमलव स्थार्नो को हम चाहे जितना भी 
क्यों न बाप, र्मे 2 का सही-सही मान कभी भी नहीं 
मिल सकता । 

इस खोज से पाइथेगोर की ओले खुल गईं । उसने 
जाना कि विश्व मे ठेसी भी वस्तुं (परिमाण) हैँ जिन्टै 
परिमेय संख्याओं मेँ व्यक्त नहीं किया जा सकता ! 

पादइथेगोरने अपनी इस नृई खोज को बाहर के लोगों 
के सामने प्रकट नहीं होने दिया । उसने अपने शिष्यो को 
आदेशदेरखा या कि जो कोड्‌ इस खोज को बाहर प्रकट 


4 ८८ज्याभिति विकी कमनी 


करेगा उसका वड़ा अहित दोगा ! 

लेकिन यह महान सत्य बहुत दिनों तक छिपा नहीं 
रह सका ! अत्त में यूनान के विद्धानों को इसका पता चल 
हीगया 


ज्याभितिक्पै कहानी ८45 


यूकिलिड के पंहले के ज्यामितिकार 


यूक्लिड एक यूनानी वैज्ञानिक था { परंतु विज्ञान के 
इतिहास मेँ वैज्ञानिक की अपेक्षा वैज्ञानिक विषय का 
अधिक महत्त्व होत्ता है । यूकिलिड के वारे मँ तो यह बात 
चिशेपरूपसे कटी जा सकती है । हम चता चुके कि 
यूकिलिड का अर्थं है ज्यामित्ति ओौर ज्यामितति का अथंहै 
यूषिलिड । यूक्लिड ने ज्यामिति पर जिस अमर ग्र॑थकी 
रचना की उसके विषय --प्रमेय, कृत्य तथा सिद्धांत- 
केवल यूकिलिड की ही संपत्ति नहीं है । यूक्लिड की 
ज्यामिति के बहुत-से सिद्धांत यूकिलिड के भी बहते पहले 
यूनान, नेबीलोन तथा मिख के विद्वानों ने खोज निकाले 
थे । यूकिलड ने अपने पहले की सारी जेय ज्यामिति का 
गहरा अध्ययन किया था । फिर उसने इस सारी ज्यामिति 
को एक नया रूप दिया । पाडइयेगोर के नाम से प्रसिद्ध 
प्रमेय पाइयेगोर के शिष्यो को ज्ञात था, यह टमदेखही 
चुके दै । पादयेगोर की तरह, यूकिलिड के पहले बहुत -से 
ज्यामित्तिकारो ने ज्यामिति के सिद्धातो की खोज की थी । 

इन सबका यक्लिंड ने अपनी "ज्यामिति” मे समावेशः 
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किया ! द्रसलिए, उन वैज्ञानिकों के वारे मेँ जानना जरूयी 
दै जिनके सि्धप्तिं का यूक्लिड की ज्यामिति मे अध्ययन 
करना पडता है 1 


यूक्लिड के पहले भी यूनान में बड़े -वडे वैज्ञानिक हुए है । 
उनके बारेमे हम सक्षेपमें दही यता पाते) 

लभभग 2500 वर्प पहने क्री वाते है! किसीने 
अथेन्स नर के एक विद्धा से पषा, '"इस संसार मेँ जन्म 
लेने से क्या फायदा है?" उस विद्वान ने उत्तर 
दिया-''सूर्य, चंद्र तथा आकाश र्का अध्ययन करनाही 
जीवन का परम रेटेश्य है! 


इस विद्वान का माम या-अनेक्जागोर (लगभग 
500-428 ई, प्‌.) । यूननि के प्रसिद्ध राजनीतिज्ञ पेरिकल 
कै समय मे अनेक्जागोर अभेन्स सगर मे रहते ये । इस 
यूनागी विद्वान की मान्यता थभीकि संसार की सभी वस्तु 
कणो सै ननी है अनेक्जीशीर ने ज्यामिति में प्रक्षेप 
(परस्पेविटव) तथा वृत्त कौ वर्गरूप देने के सवालों का 
अध्ययन किया था ! नाटक के अभिनय कौ लेकर प्रेष 
की समस्याओं ने.जन्म लिग्य था अतर्‌ वुत्त को "वसाकिर' 
देने का सवाल तो प्राचीन जगत का एक बहुत ही, 
महत्त्वपूर्णं सवास रहा है । वृत्त.-कौ वररूपि देने कयम अर्थं 
है ;किसी विर हुए वृत्त के आश्र पर, कैवल कथास तया 
स्केल की सहायता से, वृत्त के बरावर फे केत्रफलवाली 
एक वर्गाकृत्ति चैयार करना 


। ग्यागिति ङी काकी 


देमोक्रितु का नाम वहु ने सुना होगा । देमोक्रितु को 
नरी, तो "परमाणु" शाब्द तो जरूर ही सूना होगा । पदार्थं 
की सयसे मेदी इकाई को परमाणु कहते है । परमाणु के 
लिए यूनानी शब्द है, एटम । एटम अर्यात्‌ "जिसका 
विभाजन संभव नहीं" । पाश्चात्य जगत में देमोक्रितु को 
परमाणु सिद्धांत (एटमिक य्योरी) च जन्मदाता माना 
जाता है । हमारे देश मे परमाणु सिद्धांत के जन्मदाता थे 
कणाद । अनीश्वरवादी वैशेषिक दर्शन के प्रतिपादक 
कणाद मुनि का असली नाम क्या था, यह हम नहीं 
जानते । कणाद की मान्यता थीं कि विश्व के सभी पदार्थो 
की स्वना कर्णो से हुई है 1 उनके समकालीन जो लोग 
उनके इस मत को नहीं मार्यते ये, उन्दोनि उनका नामी 
रख दिया : कणाद मयति "कणो करे खानेवाला ! 
देमोक्रितु का समय लगमग 460-370 ई. पू. है 1 
देमोक्रितुने मिख, वेबीलोन, ईयन आदि दर्शो की यात्रां 
की थीं। कष्ठ विद्वानों के अनुसार देमोक्रितु भारत भी 
आयाथा। 
तो देमोक्रितु परमाणु सिद्धांत के जन्मदाता केरूप 
मे अधिक प्रसिद्ध है, परंतु उन्होनि ज्यामिवि के त्रभे भी 
महत्त्वपूर्ण काम क्छिया है । आकिमीदिजने लिखारै कि 
देमोक्रितु ने ही सर्वप्रथम ज्यामिति के इन दो महत्त्वपूर्ण. 
प्रमेर्यो को सिद्ध किया थाः 
1: किसी भी शंकु (चरेण) का आयतन, समान- 
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आधार तथा ऊँचार्ईवाले सिलिडर के आयतन 
के, तृतीयांश होत्ता है ¦ 
2. किसी भी सूचीस्तंभ (पिरामिड) का आयतन, 
समान आधार तथा ऊँचाईवाले प्रिञ्म के आयतन 
के, तृतीयांश होत्ता है } 
देमोक्रितु दारा खोजे गए इन ज्यामितीय नियमों की 
सिद्धिर्यो का परिष्कार युक्लिड ने किया था । 


४ म्द म 


यूनान मे एिप्पोक्रेत्त नाम का एक प्रसिद्ध वैद्य हुजा है \ 
परत हिप्ोक्रित नाम का एक मूनानी गणितज्ञ भी हुजा 
है । इस गणितज्ञ हिप्पीक्रेत का समय है लगभग 470- 
400 ई.प्‌.; अर्यात्‌, युक्लिड से कोई सौ साल पहले 
हिप्पोक्रेत ने ज्यामिति पर एक पुस्तक लिखी थी, जिसका 
नाम था 'ज्याभिति के भूलतत्त्व । 

यूनानी लोग अनेक देवी -देवता ओं को मानते थे । 
इनमे एक प्रमुख देवता था एपोलो ।. इन देवताओं की 
ओर से कछ लास व्यक्ति भविष्यवाणी" करते यथे । ई. षू. 
430 मेँ देलोस दीप में प्लेग फेला, तो उसके निवारण के 
लिए एपोलो के भविष्यवक्ता से उपाय पृष गया । देवता 
की ओर से अदेश सुनाया गया-देवता की वेदी का 
आकार दुगूना कर देने से इस महायेग का निवारण हो 

, सकेमा} 

आरत ची प्राचीन ज्यामित्ति की चचां करते समय हम 

बतला चुके है कि बेदियों के निर्माण के साश् ही भारते 
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१ 

देमोक्रितु का नाम बहतो ने सुना होगा । देमोक्रितु का 
नी, तो "परमाणु "शब्द तो जरूर दी सुना होगा । पदार्थं 
की सचसे छोटी इका को परमाणु कटते है ! परमाणु के 
लिए यूनानी शब्द है, एटम 1 एटम अर्यात्‌ "जिसका 
विभाजन संभव नही । पाश्चात्य जयततर्मे देभोक्रितुको 
परमाणु सिद्धांत (एटमिक य्योरी) का जन्मदाता माना 
जाता है । हमि देशं में परमाणु सिद्धांत के जन्मदात्ताये 
कणाद । अनीश्चरवादी वैशेषिक दशन के प्रतिपादक 
कणाद मुनि का असली नाम क्या या, यह हम नहीं 
जानते । कणाद की मान्यता ्थीकिविश्व के सभी पदार्थों 
ची रचना कर्णो से हु है 1 उनके समकालीन जो लोग 
उनके इस मत को नहीं मानते ये, उन्ठोने उनकानामटी 
रख दिया; कणाद अर्थात "कणो क खानेवाला" ! 

देमोक्रितु का समय लगभग 460-370 ई. पू. है । 
देमोक्रितुने मिख, बेवीलोन, ईंखन आदि देशो की यात्रा 
की थीं। कछ विद्वानों के अनुसार देमोक्रितु मारत भी 
आयाथा। ४ 

यतो देमोक्रितु परमाणु सिद्धांत के जन्मदाता केरूप 
मे अधिक प्रसिद्ध ई, परंतु उन्होनि ज्यामिति केशोत्र्मेमी 
महत्वपूर्ण काम किया दै 1 आकिंमीदिजुने लिखारैकि 
देमोक्रितु ने री सर्वप्रथम ज्याभिति के दन दो महत्त्वपूर्णं 
प्रमेर्यो को सिद्ध किया याः 

1. किसी भी दाक ` (करेण) को यायतन, समान“ 
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आधार तथा ऊँचाईवाले सिलिडर के आयतन 
के, तृतीयांश होता दै 1 
2. किसी भी सूचीस्तंभ (पिरामिड) का आयतन 
समान आधार तथा ऊँचार्ईवालि प्रिज्म के आयतन 
के, तृतीयांश होता है । 
देमोक्रित्‌ दाया खोज गए इन ज्यामितीय नियमों की 
प्सष्ठियों का परिष्कार युकिलिडने कियाथा) 


म्द ॐ न 


यूनान में हिप्पोक्रेतत नाम का एक प्रसिद्ध वैय हुआ है । 
परंतु हिष्पौक्रेत नाम का एक यूनानी गणितज्ञ भी हुमा 
है । इस गणितन हिप्पोक्रेत कौ समय है लगभग 470- 
400 ई .प्‌.; अर्थात्‌, यूविलड से कोई सी साल पहले । 
हिप्ोक्रेत ने ज्यामिति पर एक पुस्तक लिखी थी, जसिका 
नाम था "ज्यामिति कै मूलतत्त्व" 1 

ूनानी लोग अनेक देवी-देवताओं को मानते भे । 
इनमें एक प्रमुख देवता था एपोलौ \! इन देवताओं की 
ओर से कछ लास व्यवितत 'मविष्यवाणी' करते ये । ई.पू. 
430 में देलोस द्वीप मे प्लेग फैला, तो उसके निवारण के 
लिए एपोलो के भविष्य॒वक्ता से उपाय पृष्ठा गया । देवता 
की ओर से आदेश सुनाया गया-देवता की चेदी का 
आकीर दुगुना कर देने से इस महारोग का निवारण हो 

„ सकेगा! ` 

भारतकी प्राचीन ज्यामिति की चर्चां करते समय हमं 

बतला चुके है कि वेदियो के निर्माण के साथ ही भारत में 


‡ 
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ज्यामिति की स्थापना हुई है 1 यूनान में भी देवी-देवता ओं 
के लिए वेदिर्याँ बनती थीं । एपोलो की वेदी घनाकार 
(क्यूविक) थी । भविष्यवक्ता के अनुसार इसी घनाकारः 
वेदी को दुगूने आकार का वनाना था । हिप्पोक्रेतने इस 
समस्या का हल खोज निकाला । 


॥ भ ५) 


सभी संख्यां परिमेय नहीं होती । हम जान चुकेर्हैकि 
किस प्रकार पाइथेगोरने अपरिमेय संघ्याओं की खोज की 
थी । दरअसल, संख्या सिद्धांत आज उच्च अंकगणित का 
विषय है । पुरंतु यूनान में ज्यामिति को ही विशेष महत्त्व 
दिया जाता था ओर संख्याशास्त्र का अध्ययन ज्यामिति 
की सहायता से होता था। भारत की तरह यूनान में 
बीजगणित का अधिक विकास नहीं हो पाया था। 

आज तो हम सभी संख्याओं को केवल दस 
अंक-संकेतों की सहायता से लिखते हैँ 1 इस दाशमिक 
स्थानमान अंक-पद्धति का आविष्कार हमारेदेशर्मे हुआ 
था। आज संसार के सभ्री देशों में इस भारतीय 
अंक~पद्धति का ही इस्तेमाल होता है । परंतु एक जमाना 
एेसा भी था, जच संसार की प्राचीन सभ्यताओं मे विभिन्न 
अंके-पद्धतियों का प्रचलन था । यूनानी गणितज्ञ ग्रीक ` 
चर्णमाला के अक्षरों से संख्याओं को लिखते थे । 

साइरेन के निवासी ियोडोरने अपरिमेय संख्याओं 
का विशेष अध्ययन किया था। थियोडोर (जन्मः 
लगभग 460 ई. पू.) ने 3, 5 तथा 17तककी 
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अवर्भीयि संख्याओं की अपरिमेयता सिद्ध की थी) 
धियोडोर्‌ प्लेटो के गुरुथे)। 

इनके अलावा, युक्लिड कै रंय मे त्थएटेतु, (414- 
३69 ई.पू.) ओर आछिटस की ज्यामितीय खोजों काभी 
समवेशा है, 

परंतु ूकरिलड के जीवन तथा कृतित्व की दृष्टि से 
उस विद्यालय का विशेष महत्त्व है जिसमें उन्होनि 
अध्ययन किया था । हम वत्ता चुके हैँ कि यूक्लिड जिस 
विद्यालय में अध्ययन करते ये. उसके प्रवेशाद्वार पर 
न्लि्ा हज णा: 

जो व्यक्ति ज्याभिति से भनभिल दहै, उसे इस 
विद्यालय मे प्रदेश सनै! 

हम यह भी जान चुके है कि इस विद्यालय की 
स्थापना प्लेटो (अफलांतून) ने की थी । प्लेटो भौर 
उनके विलय कं चारे में कुछ बातें जानना जरूरी है । 
इस वियालय मे यूनान के बड़े-बड़े वैज्ञानिकों ने अध्ययन 
किया था । यूनली ज्यामिति के विकार सें दस विद्यएलय 
ने महत्त्वपूर्ण योग दिया है । 
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प्लेटो की अकादमी 


प्लेटो की "अकादमी" एक विशेष प्रकार की शिक्षाका 
केद्र थी। यूक्लिड इसी अकादमी के विद्यार्थी थे। 
विद्यार्थी का अर्थ भी आजकल के विद्यार्थियों जैसा नही 
है । हम जानते हैँ कि आजकल विदयार्थियो पर कितनी 
अधिक पावंदियौँ लगाई जाती हैँ । स्कूल के नियमो का 
पालने करना पडता है, रोज हाजरी लगती है, अनेवे 
विषय पढ़ने पड़ते है । हमारी वर्तमान शिक्षा पदति का 
सबसे बडा दोप तो यह है कि साल-भर पढे हुए एक-एक 
विषय की परीक्षा केवल तीन धंटों मे देनी पड़ती है । 
परंतु प्लेटो की अकादमी में आज जैसी व्यवस्था नहीं 
थी। दूर-दूर से विद्यार्थी प्लेटो की अकादमी मेँ पठने 
आतेये। वे किसी प्रकार के लोभ से नहीं आते थे4 
अकादमी मेन तो कोई इम्तहान होता था, ओरन किसी 
प्रकार का सर्टिकिकेट दिया जाता था । इसबातकीभी 
कर्द गार्टी नहीं थी कि प्लेटो की अकादमी में शिका 
प्राप्त करने के बाद कोई बड़ी सरकारी नौकयैमिलही 
जाएगी । दरअसल, विद्यार्थी अकादमी में इसीलिए आते 
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ये कि उन्दं अखली ज्ञान प्राप्त हो 1 
जलल तक स्वयं प्लेटो कीः चात दहै, वह सणित क 
शिक्षा पर अशिक जोर देते थे । उन्होने तो यदह तक कहा 
था कि राजनीति की शिक्षा के लिएु भी गणित्त 
परमावश्यक है, ओर इसके लिए एर कानून वनना 
चाहिए कि राजकीय च्यकिति गणित्तशास्त्र का जवश्य 
अध्ययनं करे ! आजकल के शासको को यदि यह वातं 
. कही जाए तो पता नहीं वे क्या सो्ेगे ) 
गणित दो प्रकार का दोता दहै-विशुद्ध गणित ओर 
उपयोगी गणित । प्लेटो की शिक्षाओं भें विशुद्ध गणित 
को ही अधिक महस्व दिया जात्ता था ! खच तो यहदैकि 
यूनानी गणित्तज्ञ विशुद्ध गणित के अध्ययन की ओरही 
ज्यादा ज्ुके हुए ये । प्लेटो ने तो यीँ तक कटा था कि 
श्वर हमेशा ज्याभिति के ही निर्माण मे मग्न रहता है, 
अथ्त्‌ ईश्वर. एक महान गणितज्ञ दै ! 
प्लेटो एक महान दार्शनिक केरूप मे अधिक प्रसिद्ध 
` हे । परंतु उने हमें एक महान गणितज्ञ -दाशनिक ही 
मानना चाहिए 1 "्लेटो ने स्वयं किसी गणितीय सिद्धांत 
की खोज शायद नही की, परेतु यूनानी गणित को उन्होने 


ए मजे नीच पर खडा करके गणितशास्त्र को एक 
नई दिशा प्रदान की ।` 


गणिते क्या है ? 

गणित तकशास्त्र है । संपूर्ण गणित्त तार्विक स्न सै 
वधा हुमा है। प्लेटो ने गण््ति को तर्क का जामा 
यदहन्फक्र सूनानी गणिते को एक निश्चित परंपरा की 
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प्लेटो (अफलांतून) 


ओर आगे बढ़ाया । यूकिलिड इसी परंपरा मेँ पैदा हुए थे । 
यूक्लिड पर प्लेटो की शिक्षाओं का कितना अधिक 
प्रभाव पड़ा है, इसकी चर्चा हम आगे करेगे । 

प्लेटो स्वयं वहत चड़ गणितज्ञ नहीं थे, परतु 
पाश्चात्य जगत कै प्राचीन गणित पर उनके दाश्निक 
विचार्यो का बहुत गहरा प्रभाव पड़ा है! प्रोक्लुसने 
युकिलिड की ज्यामिति की प्रथम पुस्तक पर एक टीका 
लिखी थी । उस टीका में उन्दोनि लिखाहैः 

"प्लेटो ने गणित, विशेयतः ज्यामिति, की उन्नतिमें 
महत्वपूर्ण योग दिगा है । उनकी पुस्तकों मेँ दाशनिक 
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विकासे के साथ-साथ गणित.के उदाहरणं की भरमार 
भिलती है 1“ 

हम बता चके है कि युक्लिंड की आर्रोभक शिक्षा 
प्लेटो की इसी अकादमी में हुई थी । मै तो चाहतार्हूकि 
अन आगे केवल युक्लिड के बारे मेँ टी वताता चलँ । 
परेतु मेरे दिमाग में एक यूनानी महापुरुष का नाम मंडरा 
रहाहै। यूँ ती उनके बारे मे बहुत कमं लोगों को 
जानकार होगी, परंतु वह यूनान के. एक बहुत बडे 
गणितज्ञ थे । उनकी पढ़ा भी प्लेटो की अकादमीमेही 
दरद थी । ओर, गणित में उन्होने जो चीजें खोजी हैं 
उर्नका समाविश युक्लिंड ने अपने ग्र॑थमेंक्ियादहै। 


इसलिए भी उस यूनानी गणितज्ञ के बारे मे कषठ वातै ` 
जानना जरूरी है 1 
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यूनानी गणित का मुकृट 


उस यूनानी गणितज्ञ का नाम था यूदोक्सु-विनदेस- 
निवासी यृदोक्सु । 

अत्यंत गरीब घर मेँ चैदा होने पर भी यूदोकसु प्लेटो 
की अकादमी में पठने के लिए एथेन्स नगर आया था । 
अपनी गरीवी के कारण वह अकादमी के नजदीक की 
धनी वस्ती मे नहीं रह सकता था । चह एथेन्स के 
दरगाह के नजदीक की पिरेयु बस्ती मेँ रहता था । वर्ह 
भोजन तथा निवास दोनों सस्ते थे । 

प्लेटो स्वयं बहुत बड़ गणितज्ञ नहीं थे । परंतु प्लेट 
को हमें 'गणितजों का निमरतिा' तो मानना ही होगा । 
यूदोक्सु केनिर्माणरमेभीप्लेटोकाहीहाथथा। प्लेटोकी 
अकादमी की स्थापना (387 ईप्‌.) के तीन वर्प बाद, 23 
वर्षं की जयुमें, युदोक्सु अकादमी में अध्ययन करने आए 
थे । प्लेटो ने यूदोक्सु की प्रतिभा को पहचाना । कहा 
जाताहैकि इन दोनों ने मिलकरमिदखदेशकीयात्राभी 
की थी। उस समय युदोक्सु के साथ एक ओर प्रसिद्ध 
यूनानी गणितज्ञ आफिरस (428-347 ई. पू.) भी प्लेटो 
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की अकादभी मे अध्ययनं कररहे ये । यूदोकसु क जन्म 
408 इ.प्‌. मे हआ या ओर मृत्यु, 53 वर्पकी जायु 
355 ई. पू-मे हई) 

आधुनिक युग के कुछ विदानो ने युदोक्सु को ` यूनानी 
गणित्त का मुक्ुट' कहा है । युदोक्सु के जीवन काल मे 
उनक्छ प्रतिभा को शायद किसी ने नहीं पहयाना, परंतु 
आज हम उनकी देन का सही मूल्थांकन कर सकते ठै 1 

इम चत चुके है कि पथेग्पेर ने एसी संख्या 
(अपरिमेय) कीशखोज ची थी जिनका मापन संभव नदीं 
है । इन अपरिमेय संख्याओं की खोज सै गणितशास्त्रे 
एक नई उथल-पुथल मची । यदि दोरेखार्णु या दो दरिया 
परिभेय हों तो उनके अनुपातो रिशिभो) का गणित 
आसानी से समन्नमे आ जातादहै। परंतुयेरेखा्पैया 
दूरियाँ अपरिमेय हों, तो अनुपात संबंधी परिकर्म 
कठिना चैदा करते हे 1 यूदोक्सु ने इसी कथिनार्ई कौ दूर 
किया । उन्होने अपरिमेयं संख्याओं के इस्तेमाल की 
बहुत आसान वना दिया ! यूदोदमु ने एक नए "अनुपात 
सिद्धांत' (य्योरी आफ प्रौपोश्न) को -जन्म दिया ! 
यूपिलड ने अपने ज्यामिति के ग्रंथ की ऽवीं पुस्तक में 
युद्धेक्सु के इस "अनुपात सिद्धांत का द्स्तेमाल किया है । 
सूकिलिड की 5गीं पुस्तक को पढते समय हमें यह ध्यान में 
सधना चाहिए फि इसका असली निमांता यूकिलड नर्ही 
यल्कि युदोवसु हे \ 


एक सवाल है : किसी जयत का क्षेत्रफल जात करने 
„ केलिए हम क्याकरते ड? 
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हम आयत की दो संलग्न भूजाओं को गुणा करेगे । 
भूजाओ का मान परिमेयहो तो दो सख्याओं का गुणन 
आसमान है । परतु भुजाओं का मान अपरिमेय हो तो गुणन 
कंसे होगा? 

वक्र रेखाओं तथा वक्र सतो को मापते समय 
कठिनाई ओर भी अधिक वद जाती है । इस प्रकारके 
प्रश्नों कोहल करने के लिए यूदोक्सुने एक विशेष विधि 
का आविष्कारकिया । इस विधि का ही यूक्लिंड ने अपने 
ग्रंथ मेँ क्षेत्रफल तथा आयतन जात करने में इस्तेमाल 
कियादहै। 

यृदोक्सु अंतरिक्षयात्रा मेँ वेहद रुचि रखते ये । 
उन्होने कहा था : "'पाडथोन (जिसने एपोलो देवता के 
घोड़ों को सूर्य के बहुत नजदीक पंचा दिया था!) की 
तरह मै भी खुशी -खुशी जल जाने को तैयार हुं, यदि 
इममे मुञ्चे सूर्य को नजदीक से देखने तथा इसका परीक्षण 
करने का अवसर मिल जाए ।'“ 

कहा जाता है कि एक छचे पद्ठाड पर आकाश के 
तारों का अवलोकन करते-करते युदोक्सु वृदे हो गए! 
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ज्यामिति की गधाररशला 


अच हमे उस व्यवित के वरे में जानना है जसति यूषि्लिड 
कौ सयसे अधिक प्रभावित्त किया 

कंयां नामं था उस च्छित क्रा? † 

उस शूनामी महाषृरप क नाप है अरस्त्‌ पा 
अरिरस्टौटल ! & 

प्राचीनं यूनाने के सवपते प्रसिद्ध तीन व्यक्ति है 
सुकरात, अफलातूनः मौर अरस्तू । अफलातून (प्लेटो) 
सूकरात के शिष्य भ ओर अरस्तू अफलांतून के शिष्य । 
प्लेटो तथा उनकी अक्रादमी के वारि में हम वता ही चुके 
है। न 

अरिस्टोटलं अर्थत अरस्तु का जन्म. युनान के 
स्तागिरानगरमें ३8५ ई. पू. मे हुमा था । अरस्तू के पिता , 
भकदूनिया के राजा के मित्र तथा चिकित्सक थे { अरस्तू 
फाचचपने भौ मर्कदूनिया मं चीता । बडे दोन पर अरस्तु 
प्लेटो की अकादमी में अध्ययन करने एयेन्स गए ॥ मरौ 
` उन्दने 20 वर्षं तक अध्ययन किया । हि 

अलेवजंडर (सिकंदर) के वयर मँ हम चद न 


चुके ह । चही अलेक्जेँडर जिसने नील नदी के मुहाने पर 
अलेक्जड्िया नगर की स्थापना की थी । अलेक्जेँडर के 
पिताकानाम था फिलिप। यजा फिलिपने अरस्तू फो 
तरुण अलेक्जेडर का शिक्षक नियुक्त किया । अलेक्जेडर 
कितना भाग्यशाली था कि उसे अरस्तू जैसा विद्वान गुरु 
मिला था! 

अरस्तू बहुमुखी प्रतिभा के व्यकित थे! वह एक 
महान दानिक के रूप मेँ प्रसिद्ध हैँ। वह एक 
भौतिकक्वेत्ता, खगोलवेत्ता, चिकित्सक, जीववेत्ता, तर्का 
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शास्र तथा गणितज्लये । प्लेटोकी अकादमी की तरह 
अरस्त्‌ ने भो एथेन्स नमर मे एक नए पवयलय की 
स्थापना की 1 अरस्तु का यह विद्यालय लाइसियम के 
नामि से प्रसिद्धे या1 
अव हमे यह देखना है छि यूकिलड अपनी "ज्मामिति 
के लिए अरस्त्‌ का कितेना ऋणी है । 
पर्क ज्यरपिमति की किसी भी पस्तकमे हम देखत 
है कियद पि भाषाओं (देषिनिशंज)से शरूहोतीरे 1 
परिभापातं शुरू टोरी है नः 
1. विद्‌ वह है जि्कान क्रो अंश होता 
परिमाण \ 
2. चौडाई रहित लंवाडं को रेखा कलते है 1 
3. रेखा के सिरे चिद्‌ होते ई; इव्यादि 1. . 
उपर्युक्त कथनो मे वद्‌, रेखा आदि कै वारे मे क 
जेस बातें कही गद ह ! विदु.रेखा सादि एसी धारणारं 
जिनसे समस्त ज्यामिति.की रचना होती है! . 
अवमान लो किज्यामिति या कोड भी अन्य विनान 
एक विशाल भवन है 1 भवन के निर्माण में प्रमख वाते 
वेया हँ ? सवै प्रमुख बातत हे भतन की नीव ! हम सभी 
जानते है कि नींव मजचूत द तते भवन सधक हदनें दः 
कायम रहेगा 1 नीच के साथ-साथ हमे उन वस्त पर्‌ 


विचर करना पड़ेगा जिनसे भवन क्त {निम्मा 
1 


ओरन । 


आजकल भवन के निर्माण में पजन दीर्ये कम 


जयि द 


नर्मांण करने के पहले इसकी एक सूनियोजित योजना 
मेयार करनी पड़ती है । इस भवन की "नीव" के बरे में 
7भोरता से सोचना पडता है । नीव जितनी टी मज॒चृत 
होमी, भवन उतना ही अधिक दिनों तक कायम रहैगा 1 
यूकिलिड की उ्याभिति की पीरिभाषार्धुः 
अगधिधारणां (पोस्टुलेट्स) तथा स्वयेतय्यः ज्यामिति 
यी नींव है । इसी नव पर यूक्िलिड ने अपनी ज्याभिति के 
ग्रथ की भव्य इमारत खडी की । 
परिभापां किसी विशेष विज्ञान के विष्यो की 
मौलिक बातों का अर्यं स्पष्ट करती है या इसकी सीमार्पं 
निर्धस्ति करती है । इसीलिए युक्लिड मे सबसे पहले 
प्यद्‌, रेखा आदि ज्यामितीय धारणाओं की च्याल्या की 
है किसी भी विज्ञान के लिए पहले परिभापाओं की 
जशूरत होती है, इस वात्त पर अरस्तूने ही जोरदिया या । 
उसने कहा था कि ज्यामिति के लिए विद्‌, रेखा आदि 
जैसी मूल धारणां को स्वीकार कर लेने से काम चल 
सकता है 1 तदनतर, इन मूल धारणाओं से निर्मिति 
प्रल्येक आकृत्ति-चरिकोण, आयत्त ओर उनके गुणधर्म--का 
अस्तित्व सिद्ध करना होता है । मूल धारणाओं से 
आकृतियों के निर्माण की अरस्तू की उस पद्धति काही 
यूविलड ने अनूकरण किया है । इसके माने यह नहीं है ठि 
ज्यामिति की नीव की सभी चात अरस्त्‌ की देन है । ऊपर 
जो सीन परिभापार्णु दी गई है, वे अवश्य अरस्त्‌ की देन 
दै । परंतु यूक्लिड ने जौर भी अनेक परिभाषारपदी दै ओौर 
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आवश्यकता होती है, उनमें प्रमुख हैँ सीमेंट, लोहा, इटि 
या पत्थर, चालू इत्यादि । हम यह भी जानते है कि यह 
सब सामग्री विभिन्न स्थानों से तैयार होकर आती है । 
भवन बनाने के लिए जिन सैकड़ों लोगों से काम लिया 
जाता है, वे अधिकतर साधारण मजदूर होते हैँ । उनका 
काम होता है, बताया गया काम करना । आजकल 
बड़े-बड़े नगरों मेँ जिन बडे-वड़े भवनों का िमणि होता 
है ओर वहो पर जो सैकड़ों मजदूर काम करतेरहै वे उस 
भवन की योजना नहीं वना सकते । भवन की योजना 
बनानेवाला व्यकित दूसरा ही होता है} 

ज्यामिति एक बहुत वड़ा भवन है । ज्यामिति के 
अनेकं प्रमेय, कृत्य तथा सिद्धांत इस भवन की इट, लोहा 
तथा सीमेट है । जिस प्रकार ईट, लोहा तथा समेट 
विभिन्न स्थानों पर विभिन्न लोगों द्वारा तैयार होकर 
भवन-निर्माण' के स्थान पर पदंचते हैँ, उसी प्रकार . 
ज्यामिति के विभिन्न प्रमेय तथा सिद्धांत विभिन्न देशों के 
विभिन्न विद्वानों ने खोज निकाले थे। 

अव जरूरत थी ज्यामिति का एक मज्‌वूत महल 
तैयार करने की 1 अव जरूरत थी एक एेसे 'दिमाय^ की 
जो उपलब्ध सामग्री को एकत्र करके एक महल की 
योजना तैयार कर सके ! 

ज्यामिति के महल की योजना तैयारकी 
यूक्लिडने। 


विज्ञान का हर विषय एक भवन ह । इस भवन का 
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निर्माण करने के पटले इसकी एक सुनियोजित योजना 
तैयार करनी पड़ती है 1 इस भवन की "नीव" के वारे मे 
गंभीरता से सोचना पड़त है } नीव जितनी ही भजृबूत 
होगी, भवन उतना ही अधिक दिनों तक कायम रहेगा । 

युकिलिंड की ज्यामिति की परिभाषण 
अभिधारणापं (पोस्ट्‌नेट्स) तथा स्ययंतथ्य ज्यामिति 
की नींव} इसी नीव पर यूकिलड ने अपनी ज्यामिति के 
ग्रंथ की भव्य इमारत खडी की । 

परिभाषां किसी विशेप विज्ञान के विष्यो की 
मौलिक वातों का अर्थं स्पष्ट करती हैँ या इसकी सीमा 
निधरिते करती हे ! इसीलिए यूकिलड ने सयसे पहले 
चिद्‌, रेखा आदि ज्यामितीय धारणाओं की व्याख्या की 
है। किसी भी विज्ञान के लिए पहले परिभापाओं की 
जरूरत होती है, इस बात पर अरस्तू मै ही जोर दिया था 1 
उसने कहा था कि ज्यामिति के लिए छिद्‌, रेखा अषि 
जैसी मूल धारणाओं को स्वीकार कर लेने से काम चल 
सकता है । तदनतर, इन मूल धारणाओं से निर्मित 
प्रत्येक आकृति-त्रिकोण, आयत ओर उनके गुणधर्म-का 
अस्तित्व सिद्ध करना होता है। मूल धारणाओं से 
आकृत्तियों के निर्माण की अरस्तू की इस पद्धति काही 
सूकिलिड ने अनुकरण किया है । इसके माने यह नहीं हँ कि 
जयामिति की नीव की सभी बाते अरस्तु चछ देन है 1 ऊपर 
जौ तीन परिभापार्पं दी गड है, वे अवश्य अरस्तु की देन 
दै । परेतु यूकिलडने ओर भी अनेक परिभाषार्पँ <+ ठ 


ज्यामितिकी -. 


उन्हें अपने ढंग से प्रस्तुत किया है । 
परिभापाओं के वाद यूकलिड ने कृ अभिधारणापं 
(पोस्टुलेट्स) दी है । एन अभ्रिधारणाओं को दैने के पहले 
उनन्टोनि कहा: . 
ठम श्त मानकः कि 


अर्थात्‌, जो अभिधारणा दी ग़ हवे, यिना किसी 
सिद्धि के, हमें स्वीकार कर लेनी है । ये अभिधारणाप 
केवल एक विशेष विपय से संधित होती ह । येएकही 
वियय से सीमित होती है। स्वयंत््यों की तरह 
अभिधारणार्पँ सार्चभौमिक कथन नहीं होतीं । ज्यामिति 
की अभिधारणाएरेखाओं, वृत्तो, कोणो आदि से संबधित, 
होती 
यूकिलिड ने अपने ग्र॑य के आरंभ में जो पाच 
अभिधारणापं वी है, उनमें पांचवीं अभिधारणा अत्यंत 
महत्त्व की है । भये जाकर इसके वारे मेँ हम बहुत-सी 
याते जानेगे । ॥ क 

परिभापाओं तया अभिधारणाओं के वाद यूकिलडने 
कछ स्वयंतथ्य (एकिसिओम्स) दिए है । यूनानी भाषा में 
'एकिसिओम' का अर्थ होता है, "सम्मान करने योगय” । 
विज्ञान मेँ तथा ज्ञान की अन्य शाखाओं में इन 
'स्व्य॑त््यो' को, विना किसी हिचक के, स्वीकारः कर 
लिया जाताहै। ये सार्वभौमिक होतेह । ये अपने-आपमें 
परिपूर्णं होते हैँ । इन्हे सिद्ध करने की जरूरत नदीं होती । 
कों भी जुद्धिमान च्यक्ति इन्ठे सुनेगा त्तो वह इन्दं फौरन 
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ही सोः २. २ नदी 2) ^ 


यदि समान वस्तुओ त से पशन रिं ली, 
नाट तो समान वस्तु ली.शेव रती हप. 


क्या हम इस कथन पर विश्वास नहीं करेगे 2 यदि 
पांच -पाच किलोग्राम तौनकीदो वस्तुओं से समान रूप 
सेदो-दो किलोग्राम तौलकी वस्तुं निकाल ली जार, तो 
दोनों समूहो मे समान रूप से तीन-तीन किलोग्राम तौल 
फी ही वस्तुपं शेष रहेगी । 

ऊपर जो स्वयंतथ्य दिया गया है, वह यूक्लिड की 
जयामिति का तीसरा स्वयंतथ्य है } अरस्त्‌ इस स्वयंतथ्य 
का अक्सर इस्तेमाल किया करते थे! 

महूत संभव है कि अपनी ज्यामिति को ताचिक्क 
आधार देने की प्रेरणा सूकिलिड को अरस्तूढीसे मिली 
हो। पस्तु इसमे कों सदेह नहीं चि ज्यायिति की 
निगमनिक (खिडकिटिव) विधि का प्रतिपादन स्तयं 
यूक्लिड की खोज है । 

अरस्तूने जीवशास्त्र के ्ेत्र मे विजान की बड़ी सेवा 
की है। उन्हे प्रारोभिक ज्यामिति की भी बहुत-सी बातें 
जातीं । अरस्तूने गोल की परिभाषादी है :'"गोलरेसी 
आकृति है जिसकीसभी त्रिज्या समाने होती है  " परतु 
यूविलड ने गोल की परिभाया. दी है: ^ अर्धवुक्त दारा 
इक्षके अपने व्यास पर परिक्रमणसे निरभित्त आकृति गोल 
है 1 यूकिलिड की यह ओर अन्य अनेक परिभाषां 


त 
. जिति की कानी „म 


स्वीकार कर लेगा । उदाहरण कं लिक को 


अधिक सही है। 

इस प्रकार, हम देखत्ते हैँ कि यूकिलिड अरस्तू से 
सेहतर्‌ ज्यामितिकार ये 1 यूिलड ने अपने समय तक 
ज्ञात संपूर्ण ज्यामिति का संग्रह किया । संग्रह करने में 
मूक्लिड की विशेषता नहीं है। संग्रह तो कोई भी 
परिश्नमी व्यित कर सकता था । यूक्लिड की सचसे बड़ी 
विशेषता यह है कि उन्होने इस ज्यामितीय ज्ञान को एक 
ठोस तारकिक आधारशिला पर खडा किया । ज्यामितिके 
सिद्धातो को एक विशिष्ट विधि का जामा पहनाया 1 

अरस्तू यूकिलिड के लगभग समकालीन ही ये। 
अरस्तू की मृत्यु 322 ई. प्‌. मेँ हुई । इस समय यूकिलिड़ 
कीउम्रनलगभग 25 वर्प की रही होगी । इसनििए्‌ युकिलद 
पर अरस्त्‌ के तिकि ितन का गहरा प्रभाव पड्धाहै, तो 
कोड आश्चर्य की वात नहीं है । 

अब हम यूकिलिड की ज्यामिति के ग्रंय के बारेमे कुछ 
वाते जानेगे । ` 
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यक्लिड का ज्यामिति का ग्रंथ 


"यूकिलिड के ज्यामिति के ग्रंथ का नाम "ज्यामिति' नीह } 
योप की भाषाओं मे युक्लिड के ग्र॑य को एलिमेटक्ष 
(मूलत्व) न्म सै जाना जाता है। परत यूक्लिंड ने 
अयने ग्रेथ को दूसरा ही नाम दिया या1 
यूक्लिड मे अपना ग्रंथ यूनानी (ग्रीक) भीपामें लिखा 
था। इसलिए हस श्रय क्त नाम भी कोड यूनानी शब्द ही 
होना चाहिए 1 
यूक्लिड के ग्रंथ का असली नाम था : स्टोडकेडया । 
स्टोडफेद्या यूनानी भाषा का शब्द है ! इसका अर्थं 
होता हैः किसी भी वस्तु की सदसे छोटी इकाई । 
भापाविद दस शब्द को "सरलतम ध्वनि" या प्वर्णमाला 
के एक अघ्नर' के लिए इस्तेमाल करते थे 1 
यूकिलिड ने अपने स्॑य का नाम '"ज्यापिति' इसलिए 
नही रखा कि इस शब्द का अर्थं बहुत सीमित दै \ ज्य 
कार्थं होता है "भूमि" ओर 'मिति' का अर्थ लोला है 
मापन" \ इस प्रकार "जयामिति" का अर्थ होगा ' भमि का 


ज्वाभिति की - 


सण 


अधिक सही हैं । 

दरस प्रकार, हम देखते ह कि यूकिलड अरस्तू से 
चेहतर ज्यामितिकार थे । यूकिलिंड नै अपने समय तक 
ज्ञात संपूर्ण ज्यामिति का संग्रह किया 1 संग्रह करने में 
गूिलड की विशेषता नहीं है। संग्रह तो कोई भी 
परिश्चमी व्यक्ति कर सकता था । युकरिलड की सवसे बड़ी 
विशेषता यह है कि उन्होने इस ज्यामितीय ज्ञान को एक 
ठोस तार्किकं आधारशिला पर खड़ा किया । ज्यामिति के 
सिद्धांतों को एक विशिष्ट विधि का जामा पहनाया । 

अरस्तू यूकिलिड के लगभग समकालीन ही थे। 
अरस्त्‌ की मृत्यु 322 ई. पू. मे हुई 1 इस समय युक्लिड 
कीडउम्र लगभग 25 वर्प की रही होगी ! इसलिए यूक्लिड 
पर अरस्तू के तार्किंक चितन का गहरा प्रभाव पड़ाहै,तो 
कोड आश्चर्य की बात नहीं है। 

अव हम यूकिलिड की ज्यामितिके ग्रंथ के बारेमे कुछ 
वाते जानेंगे । 


| 
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यविलड का ज्यामिति का ग्रथ . 
2} 
दिते ज्यामिति के गय का नाम “व्यानिति नही है} 
` भरते भाप च पवलद दे पेय को ' एलिमेदूस' 
(ललस्य) नाम मे जाना जता है । परंतु यषितड ने 
अपने प्रप को दभर हो नामद्दिया या । | 
सपने अपना ग्रथ यूनानी (गीर) मापा मे प्लिखा 
भा) दमसिर्‌ द्ग स्य फा माम भो कोई यूनानी शच्दही 
ना सप्‌ ॥ 
रिवि्टरे प्र॑य चा असती साम था : र्टोदकेदयः । 
भ्मदपेदया युनामो भाषा का शाब्द टै । इमरका अथं 
सना दै: पर्ति भी यस्तु कौ सयते छोटी इकाई । 
पपोधदः दण शष्ट पो गरलतम ष्यति" थ "व्णषाला 
एर पर केन इस्तेमाल करतेथे। ` २.१५ 
पने सपने पंप फ नाम "ज्यामाति' इसलिए 
मदी प्रय धव कम्र का अप्‌ यह सीमित है \ "ज्या" 
२ कथयन "भूम ओद पमिति" का मर्यं होता है 
म १द्म्यार, ज्यति" फो वरयंतोगा "भूमि 
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मापन ! अंग्रेजी का 'ज्योमिट्टो' शब्द यूनानी .शब्द 
'जे-मेद्राइन' से बना है जौर इसका भी अर्थ होता दैः जे = 
भूमि ओर मेटयादन = मापन 1 

हमारा आजकल का ज्यामिति शब्द ज्योमिट्धी शब्द 
~ फी नकल पर नाया गया है । पुराने जमाने मे हमारे देश 
भें ज्यामिति के लिए रेखागणित शब्द का इस्तेमाल 
होता था। 

कितु यूकिलिड की ज्यामित्ति केवल 'भूमि का मापन” 
नेही थी । आजकल जिस विज्ञान से भूमि का मापन होता 
है, उसे हम सर्वेक्षिण (सर्वेडंग) कहते हैँ । यूमिलडः की 
जयामिति सर्वेक्षण-विज्ञान नही थी.। हा, यूकिलिड के 
पहले प्राचीन मिख में जिस ज्यामिति का प्रचलन था, उसे 
हेम सर्वेक्षण जरूर मान सकते है । क्योकि मिस्र की 
प्राचीन ज्यामिति केवल भूमिमापन से संधित थी । 

यूविलिंड की ज्यामिति को आज हम "ज्यामिति के 
मूलतत्त्व" या "प्राथमिक ज्याभिति' के नाम से जानते है । 
यह नाम ्रसलिए किं यूकिलिड अपनी ज्यामिति से सं 
विल्लान की कष्ट प्रारंभिक अथवा मूल बातों की व्याख्या 
करना चाहते थे १ 

सूकिलिड के "मूलतत्त्व" सिद्धि अथवा साध्य के 
मूलतत्त्व हैँ । मूलतत्त्व विज्ञान के आधारस्तंभ होते है । 
मूलतत्त्व मे उन सभी बातो को समावेश होना चाहिए जो 
उस विजान के लिए परमावश्यक हों । साय ही, उनमें 
एेसी किसी बात का समावेश नहीं होना चाहिए जो 
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अनावश्यक हो । इसीलिए अरस्तू ने का था कि सिद्धि 
के बेहतर होने के लिए जरूरी है कि.अभिधारणाएँ तथा 
परिकल्पना कम से कम हों । यूक्लिंड नै ठीक यही 
किया। 

यूक्लिड का संपूर्णं ग्रंथ एक सूत्र मेँ वधा हआ है । 
श्रं का आरंभ सरलतम धारणाओं की व्याख्याओं से 
होता है । जैसे, विदु क्या है? रेखा क्या है ? इत्यादि । 
यूकिलिड ने अपने ग्रंथ के आरंभमेंही 23 परिभाषार्पँवी 
है । ये परिभाषा हमें चताती हैँ कि रेखा, आकृति आदि 
क्या होती है । परिभापारओं के बाद अशिघारणाँ तथा 
स्वयंतथ्य है । इनके बारे मेँ हम बता ही चुके हैँ । 

इसके बाद यूक्लिड प्रमेयो तथा प्रश्नों को आरंभ 
करते है । इन प्रमेयो को मूल स्वीकृत धारणाओं से सिद्ध 
किया जाता है। अभिधारणाओं तथा स्वयंतयथ्योसेही 
यूकिलिड इन प्रमेयो की उपपत्ति सिद्ध करते हैँ । यदि यह 
मान लिया जाए कि आधारवाक्य (ग्रेमिसेज्‌) सत्यर्है,तो 
प्रमेय भी सत्य सिद्ध होगे! जिस अनुक्रम से 
अभिधारणाओं तथा स्वयंतथ्यों दारा प्रश्न एवं प्रमेय 
सिद्ध किए जाते है, उसे निरूपण कहते हैँ । 

यूकिलिड की ज्यामिति का ग्रथ 13 पुस्तकोंया खंडोंमे 
विभाजित है। 

„ पहली पुस्तक मृख्यतः त्रिभूजों, समांतरो, समांतर 

चतुर्भुजो, ओर उनके निमणि तथा गुणधर्म से संबंधित 
है। 
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दूसरी पुस्तक के विषय को हम ज्यामित्रीय 
चीजगणित्त' का नाम दे सकते है । इस पुस्तक में बताया 
ययारैकिकिसी भी आकार कारैखिकक्षेत्र किसी भी 
आकार के समांतर चतुर्भुज में किस प्रकार रूपांतरित 
किया जा सकता है । वस्तुतः आजकल इस पुस्तक का 
विषय बीजगणित के क्षेत्र मे आता है । चकि, भारतीयों 
की तरह, यूनानी गणितज्ञ बीजगणित की क्रियाओं में दक्ष 
नहीं थे, इसलिए वे बीजगणित के सूत्रों को ज्यामितीय 
कृत्यो की सहायता से ही व्यक्त करते थे । 

तीसरी पुस्तक वृत्त की ज्यामिति' से संबधिते है ! 

चौथी पुस्तक में वृत्त के बाहर तथा भीतर, परिधि 
फो स्पर्शं करती हुई, अन्य आकृतियों-किसी भी आकार 
केत्रिभूज तथा बहुभुज-के निर्माण के बारेमे कृत्य है । 

यहाँ पर हमें यह जान लेना चाहिए कि यूकिलिंड की 
ज्यामिति की पहली, दूसरी ओर चौथी पुस्तक को हम 
"पाइथेगोरीय ज्यामिति' कट सकते दहै । इन पुस्तकों के 
विपय पाद्थेगोर अथवा उसके शिष्यो को निभिचत रूप 
से ज्ञात थे । तीसरी पुस्तक के विषय भी यूक्लिड के पहले 
के यूनानी विदानो को ज्ञात थे । बहुत संभव है कि तीसरी 
पुस्तक की वाते भी पाडइयेगोर अथवा उसके शिप्यो को 
ज्ञातहों। 

पाचवीं पुस्तक में एक नए सिद्धांत का प्रतिपादन है । 
इस पुस्तक में व्यापक रूप से अनुपात सिद्धांत" (ध्योरी 
आफ प्रोपोश्नि) की व्याख्या है 1 यह सिद्धति परिमेय 
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तथा अपरिमेय दोनों ही परिमाणों परलागृहोताहै । इस 
सिद्धांत को न्म दिया था यूदोकसुने ! युदोक्सु के बारेमे 
हम पहले यता चुके है । यूनानी गणित के प्रसिद्ध विदान 
सर थमस हीथ का तो यहं तक कहना है कि, यह 
सिद्धांत यूनानी गणित का मुक्छुट है ! 
छठी पुस्तक में इस अनुपात सिद्धांत का समतल 
उ्यामिति में इस्तेमाल किया गया है । 
सातवीं, आख्वीं तथा नौवीं पुस्तकों का विषय है 
संख्या सिद्धांत ध्योरै आफ नंबर) 1 
दसवीं पुस्तक में अपरिमेय परिमाणों कं सिद्धांत की 
विशद व्याख्या है) इस पुस्तकं के विधय के लिए 
यूकिलिड, धियोडोर ओर थि्टेतु का ऋणी है । इन दोनों 
गणितज्ञ के नीरे में हम पहले बता चुकेर्है। 
ग्यारहवीं, बारहवीं तथा तेरहवीं पस्तकं ठोस 
ज्याभिति से संबंधित हैँ । समटोसो--घन, पिरामिड, 
अष्टफलक, द्वादशफलक तथा विशतिफलक-की चर्चां 
के साय तैरहवीं पुस्तक अर्थात्‌ संपृणं ग्रंथ समाप्त होता 
है । यूक्लिड की ज्यामिति के टीकाकार प्रोक्लुस (410- 
485 ई.) ने लिखा है कि यूक्लिंड अपनी तेरहवीं पुस्तक 
को अर्थात्‌ समरोसों की ज्यामिति को ज्यामितीय ज्ञान की 
चरमोन्नति मानते थे । प्रोक्लुस ने यह भी लिखा कि 
यूकिलिड, जहाँ तक दाशनिक विचारो की बत है, प्लेटो 
के अनुयायी थे । परंतु अधिकांश विद्वान प्रोक्लुस फे इस 
कथन को सही नहीं मानते 1 ६ 
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समर्विशतिफलेक 


यूकिलिंड के ग्रंथ में इन तेरह पुस्तकों के साथ 
कभी-कभी दो ओर पुस्तको का समावेशा किया जाता । 
दरअसल, इन पुस्तकों को यूकिलिड ने नही लिखा है । 
कालांतर में ये पुस्तके उनके ग्रंथ के साथ जोड़ दी गर्द 
थीं । चौदहवीं पुस्तक, जिसका विषय ठोस ज्याभिति है, 
ईसा की दूसरी शताब्दी मेँ हिष्सीकल्स नामक गणितज्ञ 
नै लिखी थी । इसी प्रकार, पंद्रहवीं पुस्तक छठी शताब्दी 
फे एक गणितज्ञ ने लिखी थी । 

हमने जाना कि यूक्लिंड की ज्यामिति में किन-किन 
वयो की चर्चा है । हाद स्कूल की कक्षाओं मेँ आज न्प 
न्यामिति पद्ाई जाती है, वह यूकिलिड की ज्यामिति का 
फेैवल एक अंश मात्र है । 

हमने उन सभी यूनानी गणितज्ञौँ के बारेमे बतायादै 
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जिनकी ज्यामिति का यूकिलिड ने अपने ग्रंथ में समावेश 
किया । 

अच हम 300 ई. पू. तक प्च गणए हँ । विदानो का 
अनुमान है कि लगभग 300 ई. पु. में यूक्लिड ने 
अलेक्जेंड्िया के विश्वविद्यालय मेँ अपने इस ग्रंथ की 
जवना की थी । इसका मतलब यह हआ कि आज से 
लगभग 2300 साल पहले यूक्लिड अपनी ज्यामित्तिकी 
रचना कर चूक थे। 

अव हमारे दिमाग मेँ प्रश्न उठ सकता है : क्या 
यूचिलिड के नाव यूनाने में एेसा कोर्ड गणितज्ञ नहीं हुज 
जिसने सूकिलिड की ज्यामिति में सुधार कियाहयोयानए 
ज्यामितीय सिद्धांतों की खोज कीहो? 

जिस प्रकार 19वीं सदी के अंत तक यूकिलिड की 
ज्याणिति यूरोप के देशो मेँ पाख्यपुस्तक के रूपमे चलती 
रही; उसी प्रकार यूमिलिड के बाद के यूनानी गणितज्ञो ने 
भी इस ग्रंथ की पाठ्यपुस्तक के रूप भे इस्तेमाल किया 
था। इसका यह अर्थं नहीं है कि यूकिलड के बाद यूनानी 
गणितज्ञ ने ज्याभितीय ज्ञान मेँ वृद्धि नहीं की । दरअसल, 
यूकिलिड के बाद भी यूनान में बहुत बड़े गणितज्ञ हुए ओर 
उन्होने करई नए ज्यामितीय सिद्धांतों को जन्म दिया । 

अन हम इनमें से कछ गणित्तजनो के बारे मे कू 
मोटी-मोटी बाति जानेगे । 
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अरिस्टाकस ओर आर्किमीदिजन 


यूक्लिंड के पहले भी कुछ यूनानी गणितज्ञों ने "जयामिति 
के मूलतत्त्व" लिखने का प्रयत्न किया था, परंतु युकिलिड के 
"मूलतत्त्व" इतने अधिक वैज्ञानिक ५ परिष्कृत थे कि 
उन्होंने अपने पहले की ज्यामिति की सभी पुस्तको को 
पाड दिया । 300 ई. षू. के बाद के सभी गणितो ने 
यूकिलिड के "मूलतत्त्व' का गंभीरता से अध्ययन किया । 
यूकिलड के वाद के यणितज्ञों ने अपने ग्रंथों की रचना के 
लिए "मूलतत्त्व" के तार्किकं दौँचे का भरी अनुकरण 
किया। 

यूक्लिड कं बाद यूकिलिडीय विधि का सबसे षहले 
अनुकरण करनेवाले महान यूनानी गणितज्ञ थे 
सामोस-निवासी अरिस्टार्कस (लगभग 310-230 ई. 
प्‌.) 
अरिस्टार्कस ने प्सूर्य तया चंदर की दूरियों तथा 
आकां के बारे में" एक ग्रंथ लिखा था। इस ग्र॑यको 
लिखने मे उन्टोने यूकिलिड की विधि का अनुकरण 
किया । यह ग्रंथ छह परिकल्पनाओं पर आधारित है । 
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इनमे से कछ परिकल्पना गलते हैँ 1 पर अरिस्यर्कसकी 
खगोल संबंधी धारणा यत्यंत महत्त्व कीर्है। 

ज्यामिति तथा त्रिकोणमिति की सहायता से 
अरिस्टाकस ने सूर्य तथा चंद्र की दृरिर्य तथा इनके 
आकार जानने का प्रयत्न किया था । उनके नतीजे आज 
की तुलना मे सुही नहीं है, परंतु आज से लगभग 2250 
वर्षं पहले सूर्य तथा चंद्र की दूरि्याँ जानने के प्रयास ही 
अपने आप मेँ बडा महत्त्व रखते है । 

प्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ आकिमीदिज्‌ ने बडे आदरः 
के साथ अरिस्टार्कस की खोजों का उल्लेख किया है 1 
उन्होंने लिखा है कि अरिस्टार्कस ने एक अ्रंथ लिखकर 
उसमे बताया है कि यह विश्व बहुत वड़ा है । परथ्वी इस 
विश्वके कद्रमेनींटै, वल्किसूर्याही विश्वकाकद्रहै। 
तारे तथा सूर्य स्थिर हैँ ओर पृथ्वी वृत्ताकार कक्षा में सूर्य 
की परिक्रमा करती है। 

आज अरिस्टाकंस की यह पुस्तक नहीं मिलती । 
परंतु आरकिमीदिज्‌ जैसे वैज्ञानिक ने इस पुस्तक का 
उल्लेख किया है तो हमे यह स्वीकार करना पड़ताहै कि 
शुरू मे अरिस्टार्कस की यह पुस्तक मौजूद रही है । 

अरिर्टार्कसं के पहले, ओर बाद में भी लगभग 
1800 वर्पो तक, लोगों की, ओर बहूत-से वैज्ञानिको की 
भी, यह मान्यता रही है कि पृथ्वी ही विश्व का केद्रस्थल 
है ओर सूर्यं तथा अन्य ग्रह पृथ्वी की परिक्रमा करते हैं । 
कोपर्निकस ` ( 1473-1543 ई.) पहला वैज्ञानिक धा 
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जिसने अरिस्टार्कसे की इन धारणाओं को पुनः जीवित 

किया । इसीलिए अरिस्टार्कस को प्राचीन काल का 

कोपर्निकस' कहा जाता है । 

महान यूनानी गणितज्ञ आक्ठिमीदिज्‌ का नाम सभी 
ने सुना होगा । आकिमीदिज्‌, थे तो सादरावयूज (सिसिली 
दीप) के निवासी, परंतु उनकी शिक्षा सिकंदरिया के 

विश्वविद्यालय मेँ हुई थी । आर्किभीदिज॒ का जन्म 287 

ई.पू. में हुआ था ओर मृत्यु 212 ई.पू. में । बहुत संभव 

है कि आर्किमीदिज्‌ के जन्मके समय यूकिलड अभी 
जीवित थे ! आ्छिमीदिजु मे यूकिलिड के किसी शिष्यसेः 
ज्याभिति पढ़ी होमी । 
आर्िमीदिजुकं भुलक्कड स्वभाव के बारेमे सभीने 
एक-दो किस्से अवश्य सुने होगे } वह किस्सा तो अवश्य 
सुना होगा जिसमें वे नंगे ही साइराक्यूज्‌ की सङ्क पर 
दौड पडते रहै, चिल्लाते हुए-पयूरेका, यूरेका” अर्थात्‌ 
प्मैनेपालिया, मैने पा चिया!' 
, आर्किमीदिज के बारे र्मे कहा जातादहैकिवे घंटों 
समुद्र के किनारे चैठकर बालू पर रेखाएं लीचकर 
ज्यामितति के सवाल करने में खो जाते थे । नहाने जाते 
ओर उनके बदन पर तेल मला जाता तो वदन परी 
उंगली से ज्यामिति की आकूतियां बनाने लग जात्ते ! 

„ आर्िमीदिज्‌ ने अनेक यांननिक आविष्कार किए ये । 
परंतु वह स्वयं अपने इन यात्रिक आविष्कार को महत्व 
नहीं देते थे ) वह इन यांननिक आविष्कायों को 'ज्यामिति 
का खेल' समञ्जते थे । रोमन सेनापति मार्सेलुसु ने जव 
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ताइरक्यूजु पर आक्रमण किया तो आकिंमीदिज्‌ ने 
मुद्ध -यंत्रो का निमाणि करके कापी समय तक अपने नगर 
की रक्षा की थी । रोमन सिपाही आकिंमीदिज्‌ से बहत 
डरने लगे थे। वे आकिमीदिज को "ज्यामिति का 
महादानव" कहने लगे थे । 





` आर्किमीदिज ने विज्ञान के क्षेत्र मे अनेक मौलिक 
आविष्कार किए । उन्होने समतल तथा ठोस जयामिति में 
, वदत्त -सी नई चत्तिं खोजीं 1 उन्होने यांलिकी तथा द्रव 
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स्थितिविज्ञान के सवालों के लिए ज्यामिति का इस्तेमाल 
किया था। पहले के ज्यामितिकारों ने वृत्त को वर्मे 
बदलने की कोशिश की थी । आकिंमीदिज मे परवलय 
(पैराबोला) को व्गकार देने का प्रयत्न किया । यृदोक्सु 
तथा यूक्लिड ने गोल तथा सिलिंडर पर जो बाते लिखी 
थी, आकिमीदिज ने उन बातों को आगे वद्राया । यूविलड 
के "मूलतत्त्व की ज्यामिति को आगे बढ़ाकर आर्किमीदिज्‌ 
ने वक्र रेखाओं से आबद समतल आकृतियों के शेत्रफलों 
को ज्ञात करने की विधि खोज निकाली । इसी विधि का 
विकास न्यूटन तथा लाइयूनिटून ने किया ओर 
कलनशास्त्र को जन्म दिया । . 

सिर्लिडर तथा गोल के आयतन की अपनी खोज को 
आरकिंमीदिज बड़ा महत्त्व देते थे । इसीलिए उन्होने. 
इच्छा जाहिर की थी कि मृत्यु के बाद उनकी समाधि पर 
सिलिडर से धिरे हुए गोल की आकृति वना दी जाए! 

आर्किमीदिज्‌ की इस अंतिम इच्छा सै हम अंदाजा 
लगा सकते दहै कि वे ज्यासित्ति से कितना प्यार करते थे । 
यह भी अंदाजा लगा सकते ह कि यूकिलिड तथा उनके ग्रंथ 
के लिए आरकिमिदिज के मन में कितना अधिक 
आदरभाव रहा होगा 1 
युक्लिड कं साय यूनानी ज्यामिति का नया युग आरंभ 
हौता है ओर पेरगा-निवासी एषोलोनियस (लगभग 262- 
190 ई. पृ.) के माय समाप्त हो जाता है । एपोलोनियस 
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व 


की पदाद्‌ भी सिकंदरिया के विश्घविद्यालय में हुई थी, 
उन्होने प्रारिक ज्यामिति पर एक ग्रंथ लिखा था, ष्जिसमें 
नईं परिभापारपं, नए कृत्यों तथा च्छु स्वयंतथ्यों की 
उपपत्त्या दी हूरई हैँ । 

परंतु एपोलोनियस अधिक प्रसिद्ध है शांक्वों 
(कोनिक्स) पर लिली हुई अपनी कृति के लिए 1 
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एपोलोनियस के बाद यूनानी ज्यामिति मे कोई विशेष 
मौलिक कार्य नहीं हुआ । हाँ, कई यूनानी गणितज्ञो ने 
ूक्लिड की ज्यामिति पर टीकारणँ अवश्य लिखीं। 
सिकदरिया के हेरोन ने यूक्लिड के "मूलतत्त्व! पर टीका 
लिखी ओर युकिलिड का अनुकरण करते हुए परिभाषाओं 
पर भी एक पुस्तक लिखी । वैसे, विज्ञान के इतिहास मे 
हिरोन "टरवाइन के जनक! के रूप में प्रसिद्ध है । उन्होने 
भाप से चलनेवाला एक य॑त्र भी बनाया था । 
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महान खगोलवेत्ता तोलेमी (दसा की दूसरी सदी) ने अपने 
ज्योतिय सिद्धांत के लिए यक्लिड की ज्यामिति का 
इस्तेमाल किया था । तोलेमी अलेक्जेद्धिया के निवासी ये 1 
उन्होने ज्योतिष सिद्धांतों पर एक महान ग्रंय की रचना 
की थी। यह ग्रंथ यूनानी भाषा में सिन्टेपिसस ओर 
अरबी मे अल्‌-मणिस्ती कै नाम से मशद्रहै। 

तोलेमी ने यूकिलड की ज्याभिति का गहरा अध्ययन 
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किया था 1. उन्होने "मूलतत्त्व" की ऽवीं भभिधारणा को 
भी सिद्ध करने का प्रयास किया था। तोलेमी पहले 
यूनानी वैज्ञानिक थे जिन्होने अपने सिद्धातो के प्रतिपादन 
मेँ त्रिकोणमिति का उपयोग किया । 

तोलेमी ने उस समय के सभ्य संसार के भूगोल के 
चारेमेभीएकग्रंथलिखा था ! इस ग्र॑थमें भारतकेवारे 
मे जो जानकारी है, वह बड़े महत्त्व की है । 
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सिकंदरिया-निवासी पाप्पुस्‌ (लगभग 300 ई.) के साथ 
यूनानी ज्यामिति में एक नई चेतना आरद । पाप्पुस्‌ ने 
"संग्रह" नाम से एक ग्रंथ लिखा, जिससे यूनानी ज्यामिति 
के इतिहास के वारे मे बहुत -सी महत्त्व की वाते मालूम 
होती है । पाप्पुस्‌ ने बताया कि ज्यामिति को अच्छी तरह 
समल्ञने के लिए यूक्लिड तथा एपोलोनियस के ग्रंथों का 
अध्ययन करना जरूरी है । उन्टोनि "मूलतत्त्व के अलावा 
यूकिलिड की अन्य पुस्तकों की भी जानकारी दी दहै। 

पाप्पुस्‌ ने यूकिलिड के "मूलतत्त्व" पर टीका भी लिखी थी । 


प्रोक्लुस (410-485 ई.) गणितजञ की अपेक्षा एक 
दाशनिक के रूप मेँ अधिक प्रसिद्ध रहै । फिर भी, प्रोक्लूस 
ही एकमात्र ठेते व्यित है जिसकी कृति में हसें यूफिलिड 
के यारे मे थोड़ी-वहुत जानकारी मिलती है! इसमें 
ि यूनानी गणित के इतिहास की भी जानकारी मिलती है । 
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प्रोदलस ने यविलिड के 'मूलतच्त्व' पर एक्‌ टीका 
ल्लियी थी । इसी टीका के एक अंश में उन्होने यूनानी 
ज्याभिति का दइतिास विया है ) इसी मे उन्दने यूतिलिड 
केयारेमेंजानकाैदी टै) 

सूकिलिड मुख्यतः अपने "मूलतत्त्व' केलिए ही प्रसिद्ध 
ये \ हम चता ही चुके है कि यूनानी भापामें युक्लिंड की 
ज्यामिति का नाम या स्टोडकेडया । , 

यह ग्रेथ इतना अधिक प्रसिद्ध था कि आर्किमीदिज्‌ 
के वाद के सभी यूनानी गणित्तज्ञ यृकरिलिंड.को 
स्टोहकेदओटेस के नाम से ही जानते थे ! स्टोदइकेदओटेस 
का अर्थं होता है, 'स्टोडइकेडया का रचयिता” । । 

एक लेखक के लिए कितने बड़े सम्मान की बात 


कि केवल उसकी कृति के नाम पर ही लोग उसे जानते 
हों! 


यूनानी विज्ञान का लोप 


आदमी ने जव से पुस्तके लिखना आरंभ कियाहै, तवसे 
आज तक संसार की सभी भापाओं मं कित्तनी पुस्तकें 
लिखी जा चुकी होगी? 

संसार का कोड भी आदमी इस सवाल का सही -सही 
जवाव नहीं दे सकता । हम केवल अनुमान ही लगा 


सकते हैँ। 
फिर, आरंभ से लेकर अब तक जितनी पुस्तके लिखी 


गई, वे सभी आज उपलब्ध भी नहीं हैं । उनमें से 
अधिकतर तो इतने कम महत्त्व की थीं कि पुनःलिलीही 
नहीं गई । बहूत-सी तो नष्ट हो गई है । उदाहरण के 
लिए, हमारे देश के नालंदा जैसे महाविद्यालय की पुस्तके 
नष्ट हो गई हैँ । सिकंदरिया (असेक्जेड्िया) के पुस्तकालय 
काभी यही हाल हुआ । 

रोमन सम्राट सीज॒रने 48 ई. प्‌. मेंमिद्रदेशपर 
आक्रमणकिया था उस समय किलिओपेटरा मिदेशकी 
मलिका थी ! कहा जाता है कि अलेक्जेद्धिया को हथियाने 
केलिए सीज॒रनै अलेक्जह्िया के वंदरगाह के नजदीक के 
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मकानों को आग लगा दी थी । ग्रंयालय भी आग 
लपेट मेँ आ गया । काफी ग्रंथ नष्ट हो गणु । 

सीज॒र क चाद माकंस-एंटोनियस रोम का शासक 
मना । वह क्िलिजीचेद्धा के प्रेम मे फंस गया । सीज॒र के 
हायो नष्ट दूए ग्रंथो की पुति करने के लि्‌ 
मार्कस-एंटोनियस ने क्िलिओपेटा को -पैरगामम के. 
ग्र॑थालय से-200.000 ग्रंथ भेंट किए ! रोमन 
अापसनक्मल मे अलेवजेद्धिया का पुस्तकालय अभी 
सुरक्षित ही था। 

अंत भें, थियोफिलस (अलेक्जेड्िया के विशप : 
385-412 8.) की आन्न से अलेक्लड्या के दख विशए्ल 
ग्रंथालय में आग लगा दी गई ! प्राचीन जगत की अमूल्य 
बौद्धिक संपत्ति जल कर राख हो गई। ने केवल 
अलेक्जेड्या का विशपरल पुस्तकालय जलाया गया, 
बल्कि, लगभग उसी सभय, अलैक्जैडिया के एक 
गणितज्ञ को भी जिदा जला दिया गया ! 

कह पुरूप नरी, वह स्त्री थी! प्राचीन जगत खी 
एकमीत्र स्त्री-गणितज्ञा । उसका नाम था हायर्पोशिया । 

हायपेशिया अलेक्जेड्धिया की अकादमी मे अरस्तू का 
दर्शन पढ़ाती थी ।*वह एक उच्च कोटि की मणित्तज्ञा 
थी । ईसा की दूसरी शताब्दी के उत्तरार्धं मे अलेक्जेड्िया 
में डायोफैदुस्‌ नाम के एक बहुत चड़ गणितज्ञ हुए थे । वै 
अपने बीजगणित के सिद्धातो के लिए प्रसिद्ध हें! 
दष्यपेषिया ने डायोकैटुस्‌ के बीजगणित पर टका लिखी 
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थी 1 एसी विदुषी हायपेशिया को ईस्मद्ो ने 415 ई. में 
अलेक्जेड्धिया नगर में जिदा ही जला दिया ! 
अलेक्जेड्धिया के विशाल ग्रंथालय तथा हायपेशिया 
के दहन के साय यूनानी संस्कृति का लोप हो गया । 
"चाइवल' जैसे धर्मग्र॑य की वात्त छोड़ दी जाए, तो 
संसारे में सवसे अधिक संख्या में प्रकाशिते तथा 
अनुवादित हुए ग्रंथ का नाम है यूकिलिड का "मूलतत्त्व" ! 
ज्ञान-विज्ञान का एकमात्र ग्रंथ, जिसकी सबसे 
अधिक प्रतिर प्रकाशित हुई ओर जिसका संसार की 
सबसे अधिक भाषाओं में अनुवाद हुआ, चह है यूक्लिड 
का ज्यामिति का ग्रंथ! 
अब टम देखेंगे कि यूक्लिड के इस ग्रंथ का दूसरे देशों 
मेँ प्रचार-प्रसार किस प्रकारे हुआ । 


&4.८ज्यामिति की कठानी 


यूक्लिंड की ज्यामिति का प्रचार-प्रसार 


इसा की प्रारंभिक सदियों मे रोमन साम्राज्य अपनी 
चरमोन्नति पर था । यूनानी संस्कृति उन्हे धरोहर के रूप 
मे मिली थी । परतु रोमन लोग ज्ञान-विज्ञान कं विशुद्ध 
प मेँ उतनी रुषि नीं लेते थे जितनी इसके उपयोगी 
पक्ष मैं । इसलिए रोमन-काल मेँ विज्ञान की कम उन्नति 
हुई । सेमन विद्वान यूनानी भाषा में विज्ञान की पुस्तके 
पढ़ते थे । प्रसिद्धे रोमन वक्ता, राजनीतिज्ञ एवं लेखक 
सिसे (106-43 ई. पू.) ने यूक्लिड के ' मूलतत्त्व'"का 
उल्लेख किया है । । 
पश्चिमी रोमन साम्राज्य का पतनहो जानेपरभी 
आगे के लगभग. एक हजार साल तक पूर्वी रोमन साम्राज्य 
{रजधानी कस्तुंतुनिया) जैसे-तेसे जीवित रहा । पचमी 
रोमन साम्राज्य में ज्ञान-विज्ञान की धड़कन बंद हो जाने 
पर पूर्वी साम्राज्य (बाइजेदादन सम्राज्य) में जीवन अभी 
शोप था। वाइजेंटाइन साम्राज्य मे सीरियाई (सीरिया 
देशं की भाषा) बोलनेवालौं की संख्या काफी थी । 
इसलिए ईसा की तीसरी शताब्दी से पश्चिमी एशियामें 
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यूनानी भाषा का स्थान सीरियाई ने से लिया था । 
कस्तुतुनिया के ग्रंथालय में प्रायः सभी यूनानी विद्वानों की 
. कृतियाँ सुरक्षित थीं । ईसा की रपाचवीं सदी के बाद 

सूनानी से सीरियाई में इन कृतियों के अनुवाद होने लगे 
थे। 

ईसा की छठी सदी में यूकिलिड के "मूलतत्त्व" का 
सीरियाई में अनुवाद हुआ। उस समय, न केवल 
"मूलतत्त्व" का, चल्कि अरस्त्‌, अफलांतून, आर्किमीदिज्‌, 
तोलेमी, गैलन तथा हिप्पोक्रेतु की कृतियों के भी 
सीरियाई मे अनुवाद हुए । 

ईसा की सातवीं शताब्दी मेँ इस्लाम का उदय हुआ । 
750 ई. मे अव्वामी खलीफाओं का शासन आरंभ हुआ । 
खलीफा अल्‌-मंसूर (754-775 ई.) ने वादजेँटादइन के 
सम्राट मे अन्य ग्रथों के साथ यूकिलिड के 'मूलतत्व' की 
प्रति भी प्राप्त की। अरबी विद्वान अलू-हज्जाज इच्न 
सूसूफ ने पहली वार हारून अलू-रशीद (खलीफ़ा : 
786-809 ई.) के लिए "मूलतत्त्व" का सीरियाई से अरयी 
मेँ अनुवाद किया} इसी विद्वान ने अच्यासी खलीफा 
अल्‌-माम्‌न के लिए दूसरी बार "मूलतत्त्व" का अरवीमें 
अनुवाद किया था । 

इसके वाद तो अरवी भाषा में यूकिलिड की जयामिति 
के अनेक अनुवाद हुए । इस पर अनेक टीकां लिखी 
गई । युकिलड कं 'मूलततत्व' से अरयी गणितज्ञ भलीर्भाति 
परिचित थे। 
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जवे अर्वी भाषा मेँ यूनानी ग्रंथो के अनुवाद हो रहे 
थे, तव यूरोप के देश बौद्धिक अंधकार में डूबे हुए धे । बे 
यूनानी संस्कृति को लगभग भूल गए थे ! दरअसल, 
यूनानी संस्कृति को जीवित रखने का श्रेय अरनी विद्वान 
कोहीरहै! 
सन्‌ 747 ई. मेँ अरर्नो ने अप़्रीकासे आगो वटढकर 
स्पेन में एक नए शासन की स्थापना की थी। 
ज्ञान-विन्नान क धारा अन पूर्वं की ओर से पश्चिमकी 
ओर वहने लगी । अन्य अरबी ग्रंथों के साथ-साथ 
यूक्लिड के ग्रंथों ने पुनः पशिचम के देशों मे प्रवेश 
किया । स्पेन के सेविले, कोरदोवा तथा ग्रानादा नगरों मे 
विद्या के केद्र खुले, पुस्तकालय स्थापित हुए ओर अरबी 
भाषा से लैदिन भाषा में अनृवाद शुरू हुए । 
"मूलतत्त्व" का अरबी से लैटिन भाषा में पहला पूर्ण 
अनुवाद वाथ-निवासी एडेलाई (लगभग 10901150 
इ.) ने 1120 ई. में किया । उस समय लैटिन भाषा 
जाननेवालों को पहली बार अलेकर्जेड्िया के गणित का 
परिचय मिली । 
गणित के इतिहास में एडेलाड का महत्वपूर्ण स्थान 
है । एडलाड इंग्लडके निवासी ये, परंतु गणित की सेवा 
करने के लिए उन्होने स्पेन. की यात्रा की थी । यूकिलिडके 
मूलतत्व' के अलावा उन्टोने ओर एक महत्त्वपूर्ण अरवी 
ग्र॑थ का लैदिन भाषा मेँ अनुवाद किया । वह ग्रंथ या 
अगरी गणितज अलू-ख्वारिस्मी (लगभग 830 ई.) का 
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अलू-जब्र व अल्‌-भुकाविलः \ वीजगणित केलिए दस्तेमाल 
होनेवाला यूरोप की भाषाओं का "अल्‌-जब्रा" शब्द 
अल्‌-ख्वारिज्मी के इसी अ्ंथ के नाम से बना है। 
अलू-ख्वारिज्मी की यह पुस्तक भारतीय बीजगणिते पर 
आधारित थी । इस पुस्तक में भारतीय अंक-पद्धति का 
इस्तेमाल हुआ था । एडेलाईड ने पहली नार इस ग्रंथ फा 
लैटिन भाषा में अनुवाद किया। इस प्रकार, अल्‌- 
ख्वारिज्मी+के ग्रंथ के कारण भारतीय गणित ओर 
अंक-पद्धति का यूरोप के देशों मेँ प्रवेश हुआ । 
एडेला ने "मूलतत्त्व' ओर 'अलू-जब्रा' का लैटिन 
भाषा में अनुवाद तो किया, कितु अभी लैटिन का 
वातावरण गणित के अध्ययन के लिए अनुकल नहीं था । 
यूक्लिड की ज्यामिति तथा भारतीय अंकों का यूरोपमें 
प्रचार करनेवाले सवसे महत्त्व के व्यकिति थे पीसा 
निवासी लियोनार्दो 'फिबोनकी' (लगभय 1170-1245 
ई,) । 'फिवोनकी' ने अपने "लिबेर एवेकी' ग्रंथ में 
अंकों का इस्तेमाल किया था 1 
यूक्लिड के "मूलतत्त्व" का एक ओर अनुवाद क्रेमोना 
कं गराई (1114-1187 ई.) ने किया था। 
यह जानं लेना जरूरी है कि 15वीं शताब्दी के 
मध्यकाल तकं यूक्लिंड की ज्यामिति की जितनी भी 
प्रतिय का उल्लेख मिलता है, वे सभीहाथसेही लिखी 
गई थीं । अभी तक यूरोप में मुद्रणकला का आरंभ नहीं 
टज था। 
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ईसा की आरंभिक सदियों मे चीन देश में कागज 
बनने लग गया था ओर रुप्पों से छपाई भी होने लग गर्द 
थी । मध्ययुग में चीन केये आविष्कार मध्य एशियाके 
मार्गसैहोते हुए यूरोप के देशों में पर्हचे ! पहले अक्षर 
ख॒दे हुए ठुप्पों से छपाई होने लगी ! बाद भें धातु के 
अलग-अलग टाइप (अक्षर) भी वनने लगे! 

जर्मनी केर्मैटूज नगरमे योहान गुटेनयर्गने धातुके 
टाइपों से 1447 ई. मेँ पहली पस्तक छापी । यूरोप में 
मुद्रण का युग शुरू हुआ । 

कांपानो द्वार संशोधित यूकिलिड के "मूलतत्त्व" का 
लैटिन अनुवाद पहली बार 1482 ई. में वेनिस नगर में 
छपा । दस वर्षं के भीतिरही इस ग्रंथ कं चो ओर संस्करण 
प्रकाशित हष । सीधे यूनानी भाषा से पटली बार लैटिन 
भाषा मेँ अनुवाद किया, 1493 ई. में चार्तोलोम्मेओ 
जायेर्टी ने । यह अनुवाद 1505 ई. मे वेनिस से प्रकाशित 
हुआ । दसके बाद लैटिन भाषा मेँ अनेक अनुवाद होकर 
प्रकाशित हुए 

पहला अंग्रेजी अनुवाद हेनरी वेलिग्सले ने किया ` 
ओर लंदन से 1570 मेँ प्रकाशित हुआ । दस अनुवाद के 
मुखपुष्ठ पर लिखा हु है : लेखक : मेगेरा-निवासी, 


यूक्लिड । 
यँ यूक्लिड को मेगेरा-निवासी चत्तलाया गया है । 


दरअसल, मेगेय-निवासी यूकिलड एक अन्य व्ययित ये, 
जो एक दार्शनिक ये ओर अलेक्जेङ्किया-निवासी हमारे 
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पद्रहवी सदी का यूरोपीय छापाद्याना 
ज्यामितिकार यूयिलड के लगभग सौ साल पहले हुए थे । 
चकि, मध्ययुग के अनुवादक ज्यामितिकार यूकिलिड फे 
जीवन के बारे में कछ नीं जानते थे, इसीलिए उन्होने 
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भूल से ज्यामितिकार्‌ युकिलड को मेगेरा-निवासी यूकिलिड 
मान लिया धा! 
इर्लैड ओर यूरोप के अन्य देशों की भापाओं में 
"मूलतत्त्व" के अनुवाद होने लगे ओर संस्करण के बाद 
संस्करण छपने लगे । प्रख्यात वैज्ञानिक आदइजैक न्यूटन 
के अध्यापक आइजेक नारो मै 1655 ई. में "मूलतत्त्व" 
का लैटिन अनुवाद प्रकाशित किया । 
यूरोप के सभी स्कूलों में यूकिलिड की ज्यामिति 
पाट्यपुस्तक के रूप में पद्वा्ई जाने लगी । युयोप की सभी 
भापाओं मे "मूलतत्त्व का अनुवाद हुआ । 
बाइवल के वाद यदि किसी ग्रंथ की सबसे अधिक 
प्रतियाँ छषी हैँ तो यूक्लिड के "मूलत्तत्व' की । ओर यदि 
केवल वैज्ञानिक ग्रंथों की ही बात की जाए तो "मूलतत्त्व" 
ही एकमात्र ेसा ग्रंथ है जो सवसे अधिक संख्या में छपा 
ओर पदा गया । 
हमारे देश मेँ भी "मूलत्व" का अनुवाद हुञा । 
जयपुर के महाराजा सवाई जयर्सिह (1686-1743 
ई.) ते जयपुर, दिल्ली, मथुरा, काशी तथा उज्जैन 
वेधशालाओं (जंतर-मंतर) का निर्माण कराया था। 
` ज्योतिषशास्त्र मे जयर्सिह की विशेष रुचि थी । उसके 
दरवार मे जगन्नाथ पंडित नाम के एक विद्धान ज्योतिषी 
थे । जयरसिह ने जगन्नाथ पंडित से 1731 इ. मे संस्कृत 
भाषा में 'सिद्धांतसम्राट' नाम से एक ज्योतिष -ग्रंय तैयार 
करवाया था। 
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जगन्नाथ पंडित ने 1719 इ. मेँ संस्कृत भाषा में 
रेखागणित पर एक ग्रंथ की रचना की थी । इसमे 15 
पुस्तके है । यद्यपि इस अनुवाद मे मूल लेखक का नाम 
नदी है, परंतु यह निस्संदेह यूक्लिड के 'मूलतत््वे" का 
अनुवाद है । "मूलतत्त्व" में 13 पुस्तके थी, परंतु कालांतर 
में अन्य लेखकों की दो पुस्तके भी इसके साथ जोड दी गर्द 
थीं । जगन्नाथ पडत ने अरबी भाषा की किसी पांडुलिपि 
से इस ग्र॑भ का अनुवाद किया था । नाद भँ इस संस्कृत 


अनुबाद का 'शशशिपाल शर्मा ने हिदी में अनुचाद किमा 
ओर यह प्रकाशित हुआ । 





यूक्लिंड के अन्य ग्रंथ 


यद्यपि यूक्लिड अपने महान ग्रंथ "मूलतत्त्व" केलिए ही 
अधिक प्रसिद्ध है; पर उन्टोनि ओर ग्रंथ भीलिखेथे।ये 
ग्रंथ गणित, ज्योतिष, संगीत तथा यात्निकी से संबंधित 
है । प्रोक्लुस लिखता है कि यूक्लिड के ये अन्य ग्रंथ भी 
बड़े महत्त्व के हैँ । 

परंतु बड़े खेद की नात है कि इनमें से कछ ग्रंथ माज 
अप्राप्य है । इन अप्राप्य ग्रंथों के केवल उल्लेख ही मिलते 
है| 
यूकिलड के उफ्लन्ध ग्रः 

1. डेटा : यूक्लिड की यह कृति "मूलतत्त्व! की प्रथम 
छह पुस्तकों की ज्यामिति से संबंधित है । "डेटा शब्द 
'्डेटमू्‌' का बहुवचन है, जिसका अर्थ होता है, "प्रदत्त 
वस्तु" । इस ग्रंथ में 94 साध्य दिए गए हैँ । इनका विषय 
है : यदि किसी आकृति के कछ अंग-परिमाण, स्थिति या 
आकार-विषए हों, तो शेप अंग कैसे ज्ञात किए जाँ । 

2. जआकृति्यो के वि भाजन . ~प कृति का प्रोक्लुस 
ने उल्लेख किया है । परंतु यह ग्रंथ आज यूनानी भायामें 
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उपलब्ध नहीं है 1 हौ, अरबी भाषा मेँ यह मिलता है । 
पीसा के लियोनार्द पफिवोनक्ी' ने दस ग्रंथ का अरनी सै 
लैटिन मे अनुबाद किया धा 1 इस म्र॑थ को विषय है : यदि 
कोड आकृति (त्रिभुज, चतुर्भुज, वृत्त) दी हुई हो, तो उसे 
रते दो भासो मे बँ जए जिससे दोनों भागों के सत्रफलं 
एक निर्दिष्ट अनुपात में हो । 

3. फेनोमेना : इस ग्रंथ का विषय है गोलीय 
ज्यामिति 1 गोलीय-~ज्यामिति का उपयोग ज्योतिपशास्त् 
मेहोतादै। 

4. ओप्प्टिक्सं : ओप्टिक्स को आज हम प्रकशिकी 
अर्थात्‌ प्रकाश विज्ञान करगे 1 प्राचीन कालमें लोर्गो का 
विश्वास थाकिप्रकाशकामस्रोत ओंँखमेंहै। ओंँखसेटी 
प्रकाश-किरणें दिखाई देनेवाली वस्तु तक पर्हुचती है । 
परंतु आजहम जानते्हैकिप्रकाश ओंँखसे नहीं, बल्कि 
दिखाई दैनैवाली वस्तुओं से परावर्तत होकर हमारी 
आंखों तक पर्हुचता है ¦ 

सूकिलिड ने अपने इस ग्रंथ में एक द्ष्टि-सिद्धांत की 
स्थापना की है । "मूलतत्त्व' की तरह इस ग्रंथ केलिए भौ 
उन्होने कछ स्वयंतथ्यो की कल्पना की । पहला स्वयंतथ्य 
हैः 

इसलिए यह मान लिया है कि ओघो से उत्सर्जित्त 
क सीधीरेखा मे जाची है, दूरी चाहे कितनी भी 
॥ 11, 

यूम््लिड के इस स्वयंतथ्यर्मेप्रकाशकेसीधीरेलामें 

गमन की बात तो सही है, परंतु ओद प्रकाश का सोत 
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होने का अनुमान गलत है । पर इस विज्ञान से इतना लाभ 
हुआ कि प्रक्षेप-ज्यामिति (प्रोजेक्टिव जोम) का 
अध्ययन आरंभ हुआ 1 
5. संगीत के मूलतत्त्व : प्राचीन यूनान में संगीत का 

उतना ही अधिक महत्त्व था, जितना कि गणित का । 
पाइथेगोर एक महान गणितज्ञ थे । उन्ठोने संगीत के बारे 
मेँ भी महत्त्वपूर्णं वैज्ञानिक बातो की खोज की थी । तवसे 
हर यूनानी गणितज्ञ के लिए यह जरूरीहो गया थाकि वह 
संगीत का अध्ययन करें ओर संगीतशास्त्रपरभी ग्र॑थकी 
रचना करें । इस ग्रंथ की रचना करके यूकिलड ने उसी 
परंपरा को निभाया था। 
यूक्िलिड कं अप्राप्य ग्रथ 

1. सिडडारिया : इस ग्रंथ के खो जाने से प्रारंभिक 
ज्यामिति के विद्यार्थियों का बड़ा नुकसान हुआ है । 

विद्यार्थी ज्यामिति पढते है । उन्हे प्रमेय सिद्ध करने 
पड़ते हैँ । सवाल हल करने होते है, वे भी एक छ्यास 
तरीके से-यूक्लिड के बताए हुए तरीकों से । हम जानते 
हैँ कि कर यार, दूसरे रास्ते पर पर्हुचने के कारण, 
गलतियां ठोती है । दूसरे दही परिणाम निकलते है । 

इसलिए यूकिलड ने इस अ्रंय मेँ बताया था कि 
जयामिति के प्रमेयो तथा कृत्यो को हल करते समय किस 
प्रकार की ओर कर्टा-कहाँ गलतियां होने की संभावनाएं 
है । उन्होने इस ग्रंथ में इन भुलावों को दूर करने के उपाय 
भी बताए थे! ~ 
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2. पोरि्म्स : द्वस ग्रंथ की तीन पुस्तके आज 
उपलब्ध नहीं है; परंतु अलेवजेद्धिया के पाप्पुस्‌ ने अपने 
प्सग्रह" मे इस कृति का उल्लेख किया है 1 इस कुति का 
विषय था प्रक्षेप-ज्यामिति ! 

3; तल-चिदुषय : यह ग्रंथ भी खो गया है । परेतु 
पाप्पुसू ने इस कति का उल्लेख किया है । अनुमान दै कि 
यह कृति शंक, सिलिडर तथा गोल जैसी आकृतियों से 
संबंधित थी। 

4. -शांकव : इस अप्राप्य कृति के बर मे पाप्पुसूने 
लिखा है : ''य॒क्लिंड के ग्रंथ शांकव (कोनिक्स ) की चार 
पुस्तकों को एपोलोनियस ने पूर्ण किया । एपोलोनियसने 
चार ओर पूस्तकों की रचना की ओर इस प्रकार उसने हमें 
“शांकव' की आर पुस्तके दी हैँ ।'' 

आर्किंमीदिजे नै जिस *शांकर्वोँ के मूलतत्त्व का 
उल्लेख किया है, वह संभवतः यूक्लिंडने;ही लिखा था । 
शांकव-ज्यामिति में परवलय, दीर्घवृत्त तथा अतिपरवलय 
वक्रं का अध्ययन होत्ता है). 
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निर्देशांक ज्यामिति 


गूकिलिड के नारे में बहुत-सी बातें बताई गरड है । युकिलिंड 
के महान ग्रंथ "मूलतत्त्व के वारे में भी बताया गया है 1 
प्राचीन काल की ज्यामिति के बारे में भी कुछ बाते बताई 
गडईरहै। 

लेकिन यूक््लिड के बारेमे अभी हमें कुछ महत्त्व की 
नाते जाननी हैँ । इनका संबंध उनकी पुस्तक से नहीं, 
बल्कि उनके नाम से है । यूक्लिड की ज्यामितिमिटभी 
जाए, तव भी उनका नाम अमर रहेगा । क्योकि, 
प्यूक्लिंड' शब्द अव एक विशेषण बन गया है । 

सूकिलंड की ज्यामिति क्या है ? इस ज्यामिति के नारे 
में प्रमुख बात यह है कि इसकी सारी आकृति्याँ एक 
समतल पर खींची जाती हैँ । दूसरी नात यह है कि दस 
ज्यामिति की आकृतिं के कोणो तथा रेखाओं को 
'मापना' पड़ता है; अर्थात्‌, युकिलिड की ज्यामिति एक 
'मावीय ज्यामिति" है । इस ज्यामिति भे लंबादयां नटीं 
बदलती, कोण नहीं बदलते । 

परंतु ेसी ज्यामितिर्या भी हैँ जिनमें कोण तथा - 


96 ८ ज्याभिति की कहानी 


लेबाद्याँ बदल जाती हैँ 1 यदि किसी वस्तु काचित्रतैयार 
किया जाए वा फोटो उतारा जाए तौ इनमें मूल वस्तु के 
कोणतया इसकी संाश्यौ बदल जाती हँ । इस ज्यामिति 
को प्रक्षेप-ज्यामिति कते हैँ । प़रांस के दो गणितज्ञ 
देसार्ग {1593-1662) तया पास्कल (1623-62)स 
ज्याभिति के संस्थापक माने जाते है 1 यूरोप के चित्रके 
ने प्रक्षेप-ज्याभिति के विकास मँ घूब योग दिया । 


(रः 





र ` रेने दकार्त 


रेन दकारं {(1596-1650) प्स देश के निवासी 
थे । वे एक दाशनिक के रूप में प्रसिद्ध है, ओर एक महान 
, गणितज्ञ के रूप में भी । दकार्ते ने एक बहुत ही उपयोगी 
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नई ज्यामिति को जन्म दिया। इस ज्याभिति को 
निर्वेशांक-~ज्याभिति (को-ओडिनिट जोमिहटरी) कानाम 
दिया गया है । इस ज्यामिति की कू प्रमुखे बातों को 
आगे की आकृतियों से समज्ञा जा सकता है । 

प्रथम आकृति मेँ समतल पर, एक-दूसरे को 
समकोण में काटती हुई, दो सीधी रेखाएं है ! इनरेखाओं 
को निर्देश-रेखा्ं कहते. है । अवन मान लो कि इन 
निर्देश~रेखाओं के समतल मे कोई र बक्र है मौर इस वक्र 
परब एक विदु है । तव, ड दरेखा सेन विदु की दूरी होगी 
क्ष ओरपफरेखा से इसकी दूरी होगी य । इसलिए, 
समतल में ब विदु की स्थित्तिको दो निर्देशांक~क्ष तथा 
य~-से व्यक्त किया जाताहै ओर इसे ब (क्ष, य) लिखा 
जाता है । इस प्रकार, किसी भी.विदु या येक्र की स्थिति 
को निर्देशांकों से व्यक्त किया जा सकता है 1 ॥ 

एक उदाहरण से इस खात को ओर भी आसानी से 
समक्ञा जा सकता है : निम्न आकृति में निर्देश-रेखार्ओं के 
काट-विदु पर एक वृत्त का केद्र स्थित है । हम जानते है 
कि परिधि के सभी धिदु वृत्ते के केद्र से समान दरी परहोते 
है + आकृतिर्मे परिधि के किसी भी धिदु केनिर्देशांकहोगे , 
(क्ष, य) ओर परिधि पर किसी भरी धिद्‌ की केद्र से लंबार्ई 
होगी ल। 
अयकएकसमकोणचरिभुज है । तव, शुल्व-प्रमेय 


(पाद्थेगोर के प्रमेय) के अनुसार : 
ल= क्षः +ययः 
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परिधि पर कोई भी निदु लिया जाए तो हमें वृत्त के 
लिए यही समीकरण प्राप्त होगा । 
लः = क्षः +यः क्या है ? यह तीन सशियें के यीच' 
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एक संबंध है । यदि निर्देशांक-मान संख्या. मे दिए जाप, 
तोहम वृत्त कं आकार को जान सकते है । वास्तवे, लः 
= क्षः +यः व्यापक रूप से वृत्तकासमीकरण है ! यदि 
वृत्त की आकृति न भी दी ग्ईहो, केवल समीकरणही 
दिया गया हो, तो इससे हम वृत्त के वारे मेँ सभी बाते जान 
सकते है! 
इसी प्रकार, सभी वक्रं के लिए समीकरण प्राप्त 
किए जा सकते है ओर इनसे उनका अध्ययन किया जा 
सकता है! इसलिए इस ज्यामिति को वैश्लेषिक 
ज्यामिति (एनैविटिकल जीमिदट्री) भी कहते हैँ 
समत्तल पर लीचै गए वक्रो तथा आकृत्तियों के लिए 
केवल दो निर्देशांकों की आवश्यकता होती है । परंतु 
हमारे दैनंदिन जीवने का संसार तीन आयामो (विमिति्यो) 
का दै । इसलिए ठोस वस्तुओं की ज्यामिति कं लिए तीन 
निर्दे शकं की जरूरत पडती है । इस प्रकार की ज्यामिति 
भी है ओर यह उच्च कक्षाओ मेँ पढाई जाती है) 
परंतु, अभी ज्यामितियों का सिलसिला समाप्त नहीं 
हआ है । यूकिलड के सिद्धातो के विरोध में भी करु 
ज्यामितिर्यो का निभणि हुआ है । इन्दे अ~-मूकिलडीय 
ज्यामिति्यो का नाम दिया गया है । आधुनिक गणित 
तथा भौतिक-विजान मेँ इन अ-यूक्लिडीय ज्यामितियों 
का बहुत महत्त्व है । 
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अ-युक्लिडीय ज्यामितिया 


अ-~यूक्लिदीय ज्यामिततियोँ ! 

यूकिलड के विरोधे निर्मित ज्यामितिर्यौ ! एक नहीं, 
अनेक! 

कितु युक्लिड का विरोध कसा? 

यह जानने के लिए हमें पुनः यूकलिंड की ज्यामिति 
की ओर लौटना होगा; यूकिलिड की ज्यामिति का गहराई 
से परीक्षण करना होगा । 

हम जान चुके कि यूकिलड की ज्यामिति का आरेभ 
आधाररिलाओं-परिभाषाओं, अभिधारणाओं तथा 
स्वयंतथ्यो-से होता र । ज्याभिति कीये आधारशिलार्प 
मजयूत हों तो ज्यामिति का भवन भी मजबूत होगा । 
ओर, यदि आधारशिला ही मजवूत नहीं होंगी, तो 
देर-सयेर ज्यामिति का भवन अवश्य ही ठह जाएगा । 

हेम यह तो नहीं करेगे कि युकरिलिड की जयामिति का 
भवन दह गया है । परततु इतना तो अवश्य कटा जा 
सकता है कि यह भवन जर्जर हो गया है । इसका मुख्य 
कारण यह है कि यूकिलिड की ज्याभिति की आधारशिला 
मजघूत नहीं थीं । 
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कभी भी न मिलनेवाली रेखाएं समांतर रेखां कहलाती 
है । सैद्धातिक रूप से केवल इतना स्वीकार कर लिया 
जता है कि दो समांतर रेखां अनंत द्री" पर जाकर ही 
मिलती है । रेलगाड़ी की दो पटरियाँ समांतर रेखाओं का 
एक अच्छां उदाहरण है । 

यूक्लिड कं समय से टी इस अभिधारणा की सत्यता 
के बारे में गणितज्ञो को संदेह होने लगा था । प्रसिद्ध 
ज्योतिषी तोलेमी नै भी इस अभिधारणा को सिद्ध करने 
का प्रयत्न किया था । तच से शताब्दियों तक चोटी के 
लगभग सभी गणित इस अभिधारणा से उल्ते रहे, 
कितु किसी को भी पहली चार अभिधारणाओं से या अन्य 
किसी सरलं अभिधारणा के आधार पर इस वीं 
अभिधारणा को सिदध करने मेँ सफलता नहीं मिली ! 

सचमुच ही, ऊपरी निगाह से देखें तो इस ऽवीं 
अभिधारणा का कथने स्वयंसत्य जान पड़ता है । विद्‌प 
से,रेखा अ ब के समांतर, केवल एक ही रेखा खीची जा 
सकती है । यदि धिदुषसेदो या अधिक रेखारं खीची 
जाए, तो वे रेखा अ ब के समांतर नहीं रहेगी भौर 
अंततोगत्वा रेखा अ ब से जाकर टकरापँमी । 

लेकिन गणितशास्त्र 'दष्टि-सत्य' को परमसत्य 
नहीं मानता । हमारी दृष्टि धोखा दे सकती है । इसलिए 
इस अभिधारणा को हमें तर्क की कसौटी पर कसना ही 


होगा । 
किसी धारणा को सिद्ध करने का एक तरीका यह भी 


१८१८ ज्यामिति री क्लयनी 


भ्‌ 


युक्लिडमे ग्रंथ के आरंभ में परिभाषाओं के वाद 5 
अभिधारणा्णंदीटहैः। इन अभिधारणाओं के पठलेही 
उसने स्पष्ट लिख दिया है कि "यदि हम यह स्वीकार कर 

अर्थात्‌, यूकिलंड कि ज्यामिति के लिए ह्मे इन 
अभिधारणाओं को, चिना किसी संदेह के, स्वीकार कर 
लेना है 1 इनकी सत्यता के लिए किसी प्रमाण की जरूरत 
नहीं है, ये स्वयंसिद्ध है । 

परत यूक्लिड की पौँचवीं अभशिधारणाके नारेमें 
यह वात नहीं कही जा सकती । स्वयं यूकिलिड को भी 
अपनी पौँचवीं अभिधारणा के वारे मेँ शायद संदेह था । 
यूक्लिड के वाद तो प्रायः प्रत्येक गणितज्न ने इस 
अभिधारणा को सिदध करने की कोशिश की है, कितु 
किसी को भी इसमें सफलता नहीं मिली ! 


#16 
~~~ 





यूपिलिड की 5वीं अभिधारणा हे : 
 अबवषएकसीधीरेखा है ओर इस रेखा के बाहर प एक 
निर्दिष्ट विदुहै। तवपविदुसेअवरेखाकेसमांतर एक, 
ओर केवल एक ही, सीधी रेखा खींची जा सकती है । 
कि, इस अधिधारणा में समांतर" (चैरेलेल) शव्द 
महत्त्व का है, इसलिए इस अभिधारणा को समांतरण' 
की अभ्निधारण का नाम दिया गया है 1 एक-दूसरे से 
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हैकि इसे गलत मान लिया जाए, ओर तब देखा जाए कि 
क्या परिणाम निकलता है । यदि परिणामः प्रतिकूल 
निकलता है तो मान्य धारणा गलत सिद्ध होती है । 

यूविलड कमी यह समांतर अभिधारणा दो प्रकारसे 
असत्य हो सकती है । (1) एक से अधिक समांतर रेखाषं 
हो सकती है; या (2) एक भी समांतर रेखा नहीं हो 
सकती । ये दोनों परिकल्पनार्णं ऽवीं अभिघारणा के 
कथन को असत्य ठहराती है । 

गणितज्ञ का ध्यान सबसे पहले दो समांतर पर 
गया । गणितज्ञ साच्छेरी (1667-1733) ने दो समांतर 
रेखाओःकी कल्पना करके प्रतिकूल परिणामों पर पर्ने 
की कोशिश की । यदि वह प्रतिकूल परिणामों पर पहंचते 
तो एक समातिर रेखा वाली अभिधारणा को सही मान 
लेते । परंतु, जव वह किसी प्रतिकूल परिणाम पर नहीं 
पर्ये तो उन्होने समज्ञ लिया कि उनका प्रयास असफल 
रहा । 
असल में, साच्छेयी ने एक नई ज्यामिति- 
अ-युकिलिडीय ज्यामित्ति- की नीव रख दी थी ! 

हगेरी के एक तरुण गणितज्ञ योगोस योल्यार्द 
(1802-1860 ई.) ने यूक्लिड की इस समांतरण 
अभिधारणा को ही अस्वीकार किया । उनके मत्तानुसार, 
ज्यामिति की रचना के लिए इस अभिधारणा की 
आवश्यकता ही नदीं है । उन्टोने एक नई अभिधारणाके 
आधार पर एक नई ज्यामिति का निर्माण किया। 


-८ज्यःमिति की क्हानी 
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बोल्यार् की इस नर्ई.अभिधारणा के अनुसार, एक विदुमे 
मे अन्य किसी रेखा के समांतर्‌ एक से अधिक समांतर 
रेखा खींची जा सकती हैँ । 

लगभग उसी समय रूसी गणितज्ञ लोनाचेवस्कवी 
(1793-1856 ई.) ने, बोल्याई की तरह, स्वतंत्र रूपसे 
एक नई जयामिति का निमणि किया । लोवाचैवस्की की 
भी यही मान्यता थी कि एक विदुमेँ से अन्यकिसीरेखाके 
समांतर अनेक रेखार्णं वीची जा सकती है । 

ऊपर की आकृति बोल्याई तथा लोवाचेवस्की की 
अभिधारणा के अनुरूप है । इन गणितज्ञ की अभिधारणा 
कं अनुसार, चिद्‌ पसे चीची गईये सारीरेखा्एं अ बरेखा 
के समांतर दै । 

बोल्याई तथा लोबाचेवस्की की इस अभिधारणापर 
एकाएक विश्वास नहीं होता । क्योकि ओं स्पष्ट देख 
रही है किएक के अलावा, विदु पसे गुजरनेवाली शेष 
सभीरेखाणं अ बरेखा के समांतर नहीं हैँ । ये अंततोगत्वा 
अनरेखासे मिलेगी ही । 

ओर, अ-यूक्लिडीय ज्यामिति के अध्ययन मे सबसे 
बड़ी कठिनाई यरी है । ज्यामित्तिय आकृतियों पर 
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विश्वास नहीं रह जाता! 

परंतु तथ्य यही है कि लोवाचेवस्की ओर बौल्यार्दकी 
इन न्ड अभिधारणाओं में कोई असंगति नहीं `है। 
दरअसल, प्रकृति मे, समतलों के अलावा, एसे भी तलो 
का अस्तित्व है जिन पर एक बाह्य विदु से, एक प्रदत्त 
रेखा के समांतर, एकु से अधिक रेखां खीची जा सकती 





कार्त प्रेढरिफ गौस (1777-1855 ई} 
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अ-यूविलडीय ज्यामिति के आरंभिक निर्माण का 
श्रेय महान जर्मन गणितज्ञ कर्द फरेडरिक गौस (1777- 
1855 ई. } को भी दिया जाता है । 1824 ई. में एक पत्र 
द्वारा गौस ने विचार व्यक्त किए ये कि, यदि यहं माने 
लिया जाए किल्निकोणके तीनों अतर्कोणों का सोग 180" 
सेकम है, तो यूकिलिडीय ज्यामिति से नितांत भिन्न एक 
नई ज्यामिति का निमण किया जा सकता है । 
महान जर्मन गणितज्ञ रीमान (1826-1866 ई.)ने 
तो एक नया ही मत व्यक्त किया } उनकी परिकल्पना के 
अनुसार, किसी समांतर का अस्तित्व ही नही है । अपनी 
इसी परिकल्पना के आधार पर उन्होनै एक नई 
अ-यूक्लिडीय ज्यामिति की रचना कर डाली । रीमानकी 
इस ज्यामिति को एकं गोल पर समञ्ा जा सकता है । एक 
समतल पर हम कल्पना केर सकते है कि जो रेखाएं एक“ 
हीरेखा के साथ 90° का कोण बनाती है, वे एक-दूसरेके 
समांतर होती है, आकृति (ज! । अब हम इसी स्थिति को 
पुथ्वी की गोल सतह पर लीग्‌ करके देखते है, आकृति 
(च) \ सभी याम्योत्तर या देशांतर रेखापै (मेरीडियन) 
चिषुवत रेखा के साय 90° का कोण बनाती हैँ । फिर भी 
ये सभी याम्योत्तर उत्तर तथा दक्षिण धवो पर एक विदुमें 
` मिलते है । १ 
रीमानीय ज्यामिति में भी यही होता है । रीमानीयद 
ज्ाभिति के लिए मोल एक उचित सतह है 1 † 
अब प्रश्न उरुता है : यूक्लिड की ऽवीं अभिधारणा 


= 
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कं स्थान पर यै नाना प्रकार की अभिधारणार्प स्वीकार 
की जारण, तो ज्यामिति के प्रमेयो का क्या हाल होगा ? 
यूक्लिड की ऽवं अभिधारणा के विना भी उनकी 
ज्यामिति के अधिकांश प्रमेय सिद्ध किए जा सकते है । 
इसलिए इस अभिधारणा मेँ बदल हो जाने षर भी 
युक्लिड की ज्यामित्ति कं बहुत -से प्रमेय ज्यो-के-त्यो नने 





रहेगे \ परस्तु कछ प्रमेय एसे भी रहै जो विभिन्न 
„ अ-यकिलिङीम्न ज्यामितियों मे विभिन्न रूप धारण कर , 
सगे । यकिलिड की च्यामिति के एके प्रसिद्ध प्रमेय का ही 
उदाहरण चेते है । यह प्रमेय : ` 
किती भी करिभूज के तीः अतर्करेणेका 
योग {80 लता हं । 
परंत्‌, जिन अ~यूकिलडीय ज्यामित्तियों मे अनेक 


क > 9 ~ + 


समांतरों की अधिधारणा को स्वीकार किया गया है, 
उनमें यह योग 180° से कम होगा। ओर, जिन 
ज्याभितियों में किसी भी समांतर को स्वीकार नहीं किया 
गया है, उसमे यह योग सदैव 180० से अधिक रहेगा 1 


(५ 


९. 
+ | 


ऊपर की आकृतियो मे दो भिन्न तलो पर दो त्रिभूज 
खींचे गए हैँ । बाई ओर की आकृति मेँ त्रिभुज के तीनों 
कोणो कायोग 180° से कम है; ओर दाई ओर की आकृति 
में त्रिभुज के तीनों कोणो का योग 180° से अधिकदहै। 
युकिलिडीय समतल पर, त्रिभुज का आकार चाहैजोभी 
रहे, त्रिभुज के कोणो का योग सदैव 180 ही रहेगा । 
परंतु ऊपर के चित्रो की सतं पर, निभुज के बदलते 
आकारो के साथ, च्रिभुजों के कोणो के योग में भी बदल 
होता रहेगा ! 
युक्लिंड की ज्यामिति में एेसे अनेक प्रमेय हैँ जो 
उपर्युक्त प्रमेय (ननिभज के तीन कोणो का योग 180 
होता है) से सिद्ध होते है, इसलिए इस प्रमेय की.तरह वै 


व्याभितिकी 


प्रमेय भी अ-युक्लिडीय ज्यामिति मे बदल जागे! 


जव तक केवल ` एक ही ज्यामिति -यूक्लिड की 
ज्यामिति--का अस्तित्व था, तव तक यही मान लिया 
गया था कि यही ज्यामिति भौतिक जगत की असली 
ज्यामिति है 1. परंतु अव, अनेक ज्यामितिर्या अस्तित्व मेँ 
आने पर, प्रश्न उठता हैः कि इनमें सही ज्यामिति 
कौन-सी है ? इनमें से कौन -सी जयामिति भौततिक्‌ जगतत 
पर लागू होती है? म 
चीसवीं शताब्दी के महान भौतिकवेत्ता अल्वर्दः, 
3 आदंस्टाइन इस निर्णय पर प्च येकि अयुकिलिडीय 
ज्याभिति ही विश्वं की जसली ज्यामिति है । उन्देनि 
अपने 'आपेकषिकता सिद्धांत" मे अ-यूकिलडीय ज्यामिति 
काही. इस्तेमालःकिगरा है । उन्होने यह भी कहा था कि, 
चच ब्रहमांडीय आकाशा की तुलना मेँ हमारी पृथ्वी 
बहुत छोटी है, इसलिए पृथ्वी की सतह पर यूकिलिडीय 
ज्याभिति ही उप्रयोगी है । परतु अतिविशाल विश्व की 
सीमाओं का अध्ययन केवल अं -यूकिलिडीय ज्यामिति से 
टीसंभवहै। आद्स्याद्न ने ज्यामिति तया गुरुत्वाकर्षम ६ 
के बीच भी संबंध स्थापित किया है । 
आधुनिक वैज्ञानिक ज्यामितिरयो को दौ भागों मे 

सौटते है-गणितीय जयामिति ओर मौतिकीय ज्यामिति । 
यणितीय दुष्ट से देखा जाए तो मनेक ज्यामितियौ का 
` अस्तित्व षै; ओौरये सभी अपने-आप में तार्किकः दृष्टि से 
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सही ह । विशुद्ध गणितज्ञ इस चात्ति छी परवाह नहीं 
करता ति उसकी अभिधारणार्णं भौतिक जगत के 
.अनुमार सही हे या नी 1 व॑ह केवल अपनी "योजना" के 
भीतर्‌ यहो देखता है. कि उसकी अभिधारणाओं तथा 
प्रमेयो के बीच.किसी प्रकार कौ कोई तार्किक असंगति 
नही होनी चाहिए । यदि अभिधारणा्ं सही है, तो उन 
परे आधारित प्रमेय भी सही होने चाहिए 
भौतिकीय ज्यामिति भौतिक जगत की ज्यामित्ति है । 
हमारे सीमित भौतिक जगत मे अभी तो पूक्लिडीय 
ज्यामिति ही सही है । निकट भविष्य में जय भानव सुदूर 
अतिरिक्ष की यात्रां करेगा तो शायद अ-यूक्लिडीय 
उ्ामिति का भोतिक जगत्त मे अस्तित्व सिद्ध ही जाए ! 
जो. भीरो, विज्ञान तया गणित के इतिहास मेँ 
पूषिलड का स्थान चिरस्थायी बना रहेगा । अपने सिधत 
भ अ-युकिलिडीय ज्पामिति का उपयोग करनेवाले महान 
आदस्टाइन ने यूकिलिड की प्रतिभा के बारे मेँ कहा है : 
` "उसने (यूनान नै) पहली कार एक ताविकक योजना 
के बौदिक चमेत्वगर को जन्मदियाहै । इस चमत्कार 
कथन एक-द्सरे सेःहतनी ददता से फलित होते दै कि एक 
भी उपपत्ति परः यत्किचित सदेह नीं किया ज 
सकता--एसी है युरिनिङ की ज्याभिति 2" 


उपसंहार 


यूक्लिङ के नरे में हमने बहुत-सी बातें जानीं ! 
सिर्फ एक बात नताने की रह गर्द है । यही कि राजा 

तोलेमी को यूष्लिख ने क्या जवाज दिया था । 

राजा तोलेमी ने युक्रलिड से पृ्ा या : 

क्या जयामिति सीखने का कोद मासान तरीका है? 

युकरिलिड ते जवान दिया : "राजन्‌ ! ज्यामिति सीखने 
के लिए कोर्ह "राजमार्ग' नहीं है 1“ 

सचमुच टी, ज्यामिति सीखने के लिए कोई आसान 
तरीकानेहीं है 1 युक्रलिड की ज्यामिति रे प्रमेयो के कर्थन 
उतने महत्त्व के नीं है जितनी कि उन्हे सिद्ध करने की 
तारकिक विधिर्याँ ! दिमाग के व्यायाम के लिए यूरककिलिड 
की ज्यामिति से बेहतर कोड ग्रंथ नहीं ! 

आज ज्यामितीय विज्ञान बहुत विकसित हो गया है 1 
नर्द-नरद ज्यामिति्या अस्तित्व मे आई है। परंतु सब 
ज्यामितिर्यो की माधारशिला एक है- यूष्लिड की 
ज्याभितिः 


